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Előszó
Ez a szakdolgozat a ’Számításelmélet II’ című, informatika tanár szakon oktatott tantárgy anyagát dolgozza fel, tananyag formájában. 

Az elkészült mű különösen részletesen, érthetően, a lényeges részeket kiemelve, minden értelmes ember számára elsajátíthatóvá teszi ezt a tantárgyat. Egy ilyen segédanyagra azért van szükség, mert egy precíz matematikai tárgyról van szó, és az absztrakt fogalmakkal végzett meggondolások megértéséhez sok ember számára elengedhetetlen egy gondolatokat részletesen kifejtő leírás, mint ahogy ez a rendkívül sok elégtelen vizsgaeredményből is kitűnik. 
A tárgy anyagát eddig csak több jegyzet és könyv együtt fedte le, ezek viszont sokkal többet tartalmaznak, és olyanoknak íródtak, akiknek nagyobb rutinjuk van precíz matematikai bizonyítások megértésében. 

A szakdolgozat témaválasztásának másik indoka, hogy friss tapasztalataim vannak arról, mik lehetnek a tantárggyal most ismerkedő hallgatókban felmerülő (vagy fel sem merülő, de lényeges) kérdések, hiszen előző évben saját bőrömön tapasztalhattam, hogy milyen ezt a tárgyat előzetes tudás nélkül tanulni. Könnyen lehet, hogy a tárgyat már régóta jól ismerő ember átsiklik a számára triviális, de az újonnan ezzel ismerkedők számára még kifejtendő gondolatok fölött. Ezért ez a leírás – ezt figyelembe véve – szokatlanul részletes.

A szakdolgozat a benne szereplő témákat egy átlagosnál részletesebb, de egyébként szokásos formájú tananyagként írja le. Az elején kifejtve és elmagyarázva a későbbi definíciókhoz, tételekhez és bizonyításokhoz szükséges előzetes ismereteket, illetve ezeket példákkal vagy szemléltető magyarázatokkal, és sok ábrával ellátva.

A szakdolgozat célja az volt, hogy egy olyan tananyag szülessen, melyet bármelyik informatika tanár szakos megért és tanulásához felhasználhat.

1.  Bevezetés
Ez a tananyag algoritmikus problémákról fog szólni. Eleinte lesznek benne konkrét algoritmusok, később viszont már csak elméleti kérdésekre próbál választ adni. Főként arra,  hogy egy algoritmikus problémánál milyen jelek alapján dönthető el, hogy van-e esély gyors programot írni a feladatra vagy kár is próbálkozni, mert nem várható gyors eljárás vagy esetleg egyáltalán nem is lehet rá programot írni.
1.1. Problémák megoldása algoritmikusan

Egy algoritmikus probléma tanulmányozása során tipikusan a következő négyféle helyzet állhat elő:

1. Találunk rá „gyors” algoritmust és bebizonyítjuk, hogy gyorsabb nincs is.
Például: n szám közül a maximum kiválasztása páronkénti összehasonlításokkal pontosan n-1 lépéssel lehetséges. Kevesebbel nem lehet. Ha a maximumot és a minimumot is meg szeretnénk találni, akkor pedig legfeljebb ((3/2) n – 2( lépésre van szükség.

2. Találunk rá „gyors” algoritmust és alsó becslést adunk arra, hogy sokkal gyorsabb nem is létezik. 
Például: Ilyenek általában a gráf algoritmusok: feszítőfa, legrövidebb út keresése gráfban, vagy párosítás keresése páros gráfban.
3. Találunk rá lassú algoritmust és azt sejtjük, hogy sokkal gyorsabb nincs. Ez gyakran az összes lehetséges eset végigpróbálgatását jelenti.
Például: Ilyen az úgynevezett pakolási probléma
, amire csak exponenciális algoritmusunk van
.
4. Bebizonyítjuk, hogy nincs rá algoritmus. 
Például: Ilyen az úgynevezett dominó probléma
.
1.2. Gyors algoritmusok
Definíció: Egy probléma polinomiális („P–beli”), ha van rá olyan algoritmus, mely n hosszúságú bemenet esetén legfeljebb cnd lépést tesz, ahol c és d konstansok. Az eredmény kiírásához szükséges lépések is beleszámítanak a lépésszámba.
Az ilyen (polinomiális) algoritmusokat fogjuk gyorsnak nevezni. 

Megjegyzés:
Ha két polinomiális algoritmust, amelyek n hosszú bemeneten c·nd és e·nf lépésben működnek, egymás után úgy hajtunk végre, hogy az első kimenete a másodiknak a bemenete, akkor ezzel szintén egy polinomiális algoritmust kapunk. Azért mert ha az első c·nd lépést tesz, akkor a kimenete is legfeljebb ekkora és ezen a második algoritmus e·(c·nd)f lépést tesz és ez is polinomiális: (e·cf)·n(d·f). Eszerint két – és ebből következően akárhány, de a bemenő adatok hosszúságától független – gyors algoritmus egymásutánja is gyors algoritmus. A „gyorsaság” gyakorlatban használt fogalma nem ilyen, hiszen eszerint 10 00010 000 gyors algoritmus egymás utáni végrehajtása is „gyors”.
1.2.1. Példák gyors algoritmusra:
A pakolási probléma speciális esetei: 

5. intervallum pakolás
6. párosítás keresése gráfban

Mindkét példára igaz, hogy lehet rájuk találni minimax tételt, és a tapasztalat az, hogy amire ez igaz, azokra sokszor találtak gyors algoritmust. Arra azonban, hogy ez mindig így lesz, nincs bizonyíték, sőt nem is igen várható, hogy igaz legyen teljes általánosságban.
A következő fejezetben a minimax tételekről lesz szó, és egy intervallum pakolási példán meg is nézhetjük, hogy miként „működik”.

2.  MINIMAX tételek

A MINIMAX tételek vagy másként MIN-MAX tételek, egy mennyiség maximumának és egy másik mennyiség minimumának egyenlőségét mondják ki
.

Bizonyításuk általában a következő tényen alapszik:

Ha egy valós számhalmaz minden eleme ≤ egy másik valós számhalmaz minden eleménél, és van közös elemük, akkor az első számhalmaznak van maximuma és a másodiknak minimuma, és ezek egyenlők egymással és a közös elemmel.

Tehát ahhoz, hogy egy problémára alkalmazzuk ezt az elvet, két dolgot kell belátni:

7. Van két halmaz a problémában és az egyiknek minden eleme ≤ a másik minden eleménél.

8. Kell találni egy-egy értéket a két halmazban, amik egyenlők.

Rendszerint az első pont belátása könnyen fog menni, a bizonyítás nehezebbik része a második pont igazolása lesz.

2.1. MINIMAX tételek összefüggése polinomiális algoritmusokkal

Ha egy mennyiségre találunk egy minimax tételt, akkor a mennyiség kiszámítására általában találunk polinomiális algoritmust. Sejtjük, hogy mindig így van, de nincs bizonyítva. 
2.2. MINIMAX tételek elvének bemutatása
A MINIMAX tételek bizonyítása sokszor hasonló módon történhet. Itt következik az elv kifejtése és megvilágítása az intervallumpakolási probléma esetében. A további fejezetek MINMAX tételeinek bizonyítása mind ezen az elven történik. Ott már csak hivatkozás lesz erre.

Vegyünk két (valós) számokból álló számhalmazt! Legyen az egyik a PIROS a másik a KÉK. A számegyenesen például így ábrázolhatjuk elemeiket (a közös elemeket ZÖLD színnel):
[image: image79.wmf]k  

beolvasása

n:=O 

n 

felírható 

k

 db.  

négyzetszám  

összegeként?

n:=n+1

NEM.



Pl.  

n

  nem  írható  

fel  

k

  négyzetszám  

összegeként.

STOP

START

IGEN

NEM


Ha semmi közelebbit nem tudunk a halmazokról akkor például a fenti ábra alakulhat ki. 

Azonban a MINIMAX tételek mindegyikében az azokban definiált két számhalmazról bizonyítjuk (egyebek mellett), hogy az egyik számhalmaz bármelyik eleme ≥ a tételben előforduló másik számhalmaz összes eleménél.

Ha például a PIROS minden eleme nagyobb vagy egyenlő a KÉK összes eleménél, akkor például ilyen ábrát kaphatunk:
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Ilyenkor, ha a KÉK számhalmaznak van legnagyobb 
[image: image1] és a PIROS-nak legkisebb 
[image: image2] eleme, (ami a következő MINIMAX tételekben mindig úgy lesz) akkor speciálisan ezekre is teljesül, hogy a KÉK halmaz maximuma ≤ a PIROS halmaz minimumánál.

Első hallásra furcsának tűnhet, hogy a maximum≤minimum de valójában ebben semmi meglepő sincs, hiszen két különböző halmaz minimumáról és maximumáról van szó.

Megfordítva is igaz az állítás: ha egy KÉK halmaz maximuma kisebb vagy egyenlő valamely PIROS halmaz minimumánál, akkor a KÉK halmaz minden eleme kisebb vagy egyenlő a PIROS halmaz bármely eleménél.
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De említve volt, hogy a MINIMAX tételekben mindig valamely minimum és maximum egyenlőségét állítjuk. Ezt a (x(KÉK (y(PIROS (x≤y) típusú feltétel – amint látható –, még nem biztosítja. Majd látni fogjuk, hogy az ilyen típusú feltételt a MINIMAX tételek mindegyikénél könnyű lesz igazolni. De a 
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Ez a többlet minden MINIMAX tétel esetében a következő: ha sikerül még azt is bizonyítani, hogy a KÉK és PIROS halmaz közös része nem üres, akkor ebből már azonnal következik, hogy 
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. Egy közös elem ugyanis, mivel a PIROS halmaznak (is) eleme, ezért a KÉK halmaz minden eleménél ≥, vagyis éppen a KÉK maximuma. Emellett ez a közös elem, mivel a KÉK halmaznak is eleme, azért a PIROS halmaz minden eleménél ≤, vagyis éppen a PIROS minimuma. Így valóban 
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Az eddig látottak megfordítása is nyilván igaz. Ezt fejezi ki röviden a következő:

[image: image7.wmf]x

min

x

max

PIROS

x

KÉK

x

Î

Î

=

 ( [(x(KÉK (y(PIROS (x≤y)]([KÉK∩PIROS ≠Ø]
Valamennyi MINIMAX tétel bizonyításának ez lesz a logikai váza. A ( jobboldalán látható (-el összekapcsolt két formulát bizonyítjuk a tételben előforduló speciális esetre, és ebből következik a ( baloldalán álló MINIMAX egyenlőség. 

Megjegyzés:

Egy nagyon sokelemű halmazból néha sok próbálgatással, vagy soklépéses algoritmussal lehet kiválasztani egy maximális vagy minimális elemet. Ha például minimumkeresés közben egy elég kicsinek látszó elemet találunk, még nem biztos, hogy az a minimális, lehet hogy további kereséssel még kisebb található. Az előbb látott 
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 = a közös elem formula néha segíthet a kétségek eloszlatásában. Ha ez a formula alkalmazható a szóban forgó esetre, akkor elegendő megállapítani a PIROS és KÉK halmaz valamely két eleméről, hogy egyenlők. Ezt pedig általában könnyű megállapítani, s ez egyben jelzi, hogy a KÉK halmazban megtaláltu(n)k (egy) maximális– a PIROSban (egy) minimális elemet; nem kell tovább folytatni a keresést. 
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2.3. Példa (intervallum pakolás)
Egy igen egyszerű példa következik az eddigiek szemléltetésére. Tekintsük a számegyenes alább jelölt 6 intervallumból álló színes intervallumrendszerét! Az intervallumok különböző színűek, de piros és sötétkék kezdetben nincs köztük. Ezek a színek a későbbiek számára bizonyos intervallum halmazokhoz tartozó intervallumok és ponthalmazhoz tartozó pontok megjelölésére vannak fönntartva. 


[image: image10.wmf]
Válasszunk ki ebből az intervallumrendszerből (intervallumrendszer :≝ intervallumok halmaza) néhány páronként diszjunkt intervallumot. A diszjunktság nem jelent nagy megszorítást; sokféleképpen választható diszjunkt intervallumrendszer. Alább néhány megoldás látható, mindig kék színnel jelölve a megoldásban kiválasztott intervallumokat. 
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A kiválasztott diszjunkt intervallumok száma is föl van tüntetve minden megoldás mellett. Gondoljuk el most az összes lehetséges megoldást! Az ezekhez tartozó számok halmazát nevezzük KÉKnek! Látszik, hogy például 1(KÉK, 2(KÉK, 3(KÉK.

Ezután ugyanezzel az intervallumrendszerrel egy másik feladatot oldunk meg. A feladat: válasszunk ki a számegyenesen néhány pontot tetszés szerint, csupán arra ügyelve, hogy az intervallumrendszer minden intervallumába legalább egy essen a kiválasztott pontok közül. Az ilyen pontrendszert az ezen intervallumokat lefogó pontrendszernek nevezzük. Néhány lehetséges megoldás alább látható. A megoldásban kiválasztott pontok piros színnel és ugyanilyen színnel a számuk, minden megoldás mellett. 
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Amint látható, egy pont akár több intervallumba is eshet, ezért a lefogó pontok száma akár kevesebb is lehet az intervallumok számánál. Nem így áll a helyzet, ha diszjunkt intervallumokat kell lefogni! Akkor minden diszjunkt intervallum lefogásához legalább egy pont kell. Válasszunk ki most tetszés szerint egy megoldást a lefogó pontrendszerekből és ugyancsak tetszés szerint a diszjunkt intervallumrendszerek közül és hasonlítsuk össze a két rajzot. Lásd a következő oldalon! A piros lefogó pontok kiválasztott ábráján is ott szerepelnek a másik kiválasztott ábrán kékkel jelölt diszjunkt intervallumok, igaz nincsenek bekékítve. (Történetesen sárga és türkizkék.)  Ez azonban nem változtat azon, hogy ezek diszjunkt intervallumok (akkor is ha éppen nincsenek bekékítve), ezért mindegyikükbe más-más lefedő pont esik, esetleg több is, és akkor a többi lefedő pontról még nem is beszéltünk. Tehát az egyik ábrán kijelölt lefedő pontok száma (piros) legalább annyi, mint a másik ábrán kijelölt diszjunkt intervallumok száma (kék). 


[image: image13.wmf]‘

�

Ezt a két diszjunkt halmazt legalább 

ugyanennyi pont fogja le!

A pontok minden szakaszt 

lefognak. Közölük  néhány 

éppen a  kijelölteket. 

A lefogó pontok száma legalább annyi, mint a 

kiválasztott diszjunkt szakaszok száma.


Ez azt jelenti, hogy egy tetszés szerint kiválasztott piros szám nagyobb vagy egyenlő egy tetszés szerint kiválasztott, vagyis bármely kék számnál. Ezzel teljesült a MINIMAX tétel bizonyításához szükséges egyik feltétel: (x(KÉK (y(PIROS (x≤y). Tudjuk, hogy ebből még csak az következik, hogy az intervallumokat lefogó pontrendszerek minimális elemszáma legalább akkora, mint az intervallumok közül kiválasztható diszjunktak maximális száma. Az = bizonyításához, vagyis, hogy pont akkora, még az hiányzik, hogy megmutassuk, hogy van a megoldások között olyan diszjunkt halmazrendszer, amelynek elemszáma megegyezik valamely megoldásban választott lefogó pontrendszer elemeinek számával. Az előző meggondolások alkalmazásaként ezt elegendő volna belátni. A példában könnyen találunk két ilyen megoldást, például ezeket: 
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A lefogó pontok száma ebben az esetben egyezik a 

kiválasztott diszjunkt intervallumok számával.


Az előző ábra minden további nélkül bizonyíték arra, hogy ezeket az intervallu​mo​kat nem lehet háromnál kevesebb ponttal lefogni és semmi módon sem található kö​zöttük háromnál több egymástól független intervallum. De három igen. 

Dilworth tétele szerint nem csak ebben a példában, hanem mindig találunk olyan min​den intervallumot lefogó pontrendszert és néhány diszjunkt intervallumból álló interval​lum​rendszert, amelyekben a lefogó pontok
 száma megegyezik a diszjunkt intervallumok számával. Ezt most nem bizonyítjuk.

3.  Gráfparaméterek és összefüggéseik
Egy újabb, összetett probléma következik, amire lesz minimax tétel és gyors algoritmus is. A probléma a következő: szeretnénk egy páros gráfban
 megtalálni a legnagyobb független ponthalmazt, a legkisebb lefogó ponthalmazt, a legnagyobb független élhalmazt és a legkisebb lefedő élhalmazt. Nézzük először ezek definícióját (tetszőleges gráfban).
3.1. Gráfparaméterek definíciói
Legyen egy G gráf pontjainak halmaza V, éleinek halmaza E, vagyis G:≝ (V, E). A pontjainak számát jelöljük v(G)-vel. (Vagyis v(G)=|V|). Ekkor:

3.1.1. [image: image83.jpg]


Független ponthalmaz 

Olyan V’(V ponthalmaz, amely bármely két pontja között nem húzódik él. (Hurokél végpontja nem lehet független ponthalmaz eleme.) Egy maximális ilyen halmaz elemeinek száma (G).
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Lefogó ponthalmaz 

Olyan V’(V ponthalmaz, mely minden él (legalább) egyik végpontját tartalmazza. Egy minimális számú pontból álló ilyen ponthalmaz elemeinek száma (G).
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Független élhalmaz (párosítás)
Olyan E’(E élhalmaz, mely semelyik két élének nincs közös végpontja. (Hurokél nem lehet független élhalmaz eleme.) Egy maximális ilyen élhalmaz elemeinek száma (G).
3.1.4. Lefedő élhalmaz 
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Olyan E’(E élhalmaz, melyből bármely ponthoz legalább egy él illeszkedik. Egy minimális ilyen élhalmaz elemeinek száma (G). Megjegyzés: Az előző definíciókkal ellentétben, itt nem biztos, hogy találunk ilyent! Akkor nincs, ha izolált pontok vannak a gráfban.
3.2. Egyszerű összefüggések

A gráfparaméterek között felfedezhető két egyszerű összefüggés, melyek belátása csak egy kis meggondolást igényel. Ezek a következők:
a) (G) ≤ (G) Azaz, minden gráfra igaz, hogy független éleinek maximális száma ≤ lefogó pontok minimális száma

b) (G) ≤ (G) Azaz, minden gráfra igaz, hogy független pontok maximális száma ≤ lefogó élek minimális száma

Az első egyenlőtlenséghez azt kell észrevenni, hogy ha van a gráfban k független él, akkor már ezeket sem lehet lefogni k-nál kevesebb ponttal (hiszen nincs közös végpontjuk, mindent külön-külön ponttal foghatjuk csak le), hát még, ha az összeset akarjuk lefogni.

Hasonlóan látható, hogy k független pont lefedéséhez legalább k élre van szükség.
3.3. Gallai tételei

Gallai Tibor (1912-1992), magyar matematikus további összefüggéseket is talált ezekre a mennyiségekre. Ezeket most nem bizonyítjuk:
c) Minden gráfra: (G) + (G) = v(G)
Független pontok maximális száma + lefogó pontok minimális száma = a gráf pontjainak száma
. 
d) Izolált pont nélküli gráfokra: (G) + (G) = v(G)
Független élek maximális száma + lefogó élek minimális száma = a gráf pontjainak száma.

Példa: Ha a gráf a 3 csúcsú teljes gráf, azaz a háromszög, akkor  = 1,  = 2,  = 2,  = 1.

Rövid összefoglalása a Gallai tételek és az egyszerű összefüggések állításainak
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3.4. König tétel

Mint látható, az egyszerű összefüggések nem minimax tételek, hiszen nem egy mennyiség maximumának és egy másik mennyiség minimumának egyenlőségét fejezik ki. De az egyenlőtlenségeket kifejező állítások egy további feltétel hozzá vételével már egyenlőséggé alakíthatók.
Kőnig Dénes (1884–1944), magyar matematikus által felfedezett tétel szerint, ha nem akármilyen gráfot tekintünk, hanem csak a páros gráfokra szorítkozunk, akkor a fenti egyenlőtlenségekben mindig egyenlőség áll. Vagyis:

e) (G) = (G)  Azaz, páros gráfokban a független élek maximális száma = a lefogó pontok minimális számával
f) (G) = (G)  Azaz, páros gráfokban a független pontok maximális száma = a lefogó élek minimális számával, ha a gráf izolált pont nélküli (különben (G) nem is létezik)
3.5. Magyar módszer
 (König tétel bizonyítása)
Most már áttérhetünk a fejezet elején felvetett probléma megoldására. A következő algoritmus meg fogja adni egy tetszőleges páros gráf egy maximális független élhalmazát, de azt, hogy ez valóban maximális, bizonyítani kell. Hogy ennél több független él nem található azt a minimax tételek elvével úgy bizonyítjuk, hogy megadunk egy ugyanilyen elemszámú lefogó ponthalmazt. Majd a minimax tétel elvének segítségével belátjuk a König tétel állításait is. Mint láttuk, a König tétel állításai minimax tételek, hiszen azt állítják, hogy MAX |{párosítás}|=MIN|{lefogó ponthalmaz}| és MAX|{független ponthalmaz}|=MIN|{lefedő élhalmaz}|, vagyis (G) = (G) és (G) = (G).
Bizonyítás elkezdése előtt két definíció:

3.5.1. F-alternáló út

Ha adott egy G gráfban egy F párosítás (más néven független élhalmaz) akkor az olyan utat, amelynek élei felváltva F-hez és nem F-hez tartoznak, F-alternáló útnak nevezik. Egyetlen (de nem hurok-) él is alternáló út. 

3.5.2. F-javító út

Ha adott egy G gráfban egy F párosítás (más néven független élhalmaz), akkor egy F-alternáló út F-javító út, ha első és utolsó éléhez sem illeszkedik F-beli él. Egyetlen nem hurokél is javító út, ha egyik végpontjához sem illeszkedik F-beli él. 

3.5.3. Az algoritmus

A „magyar módszer” algoritmusa röviden:
9. Egy üres élhalmazból kiindulva, eleinte mindaddig éleket veszünk hozzá ehhez az élhalmazhoz, amíg csak találunk újabb és újabb olyan élet, amelynek nincs közös végpontja az addig bevett élekkel, (más szóval: amely olyan pontokat köt össze, amelyeket a kiválasztott élek ▬ nem fednek)
10. Ha már nincs ilyen él akkor az addig kiválasztott élek halmazára – amely képzési módja miatt nyilvánvalóan párosítás (=független élhalmaz) – javító utakat keresünk, és ilyet találva átcseréljük a javító út éleinek besorolását. (Például a —▬—▬—▬— javító útból  ▬—▬—▬—▬ lesz). 

Lényeges, hogy ezek a lépések megtartják a kiválasztott élek halmazának függetlenségét! Fontos az is, hogy az algoritmus leállásakor nem lesz a kiválasztott élektől független él, mert ezt a tényt a későbbiekben kihasználjuk. Az 1-es lépés végén nyilván nincs, és később sem lesz, mert az kiválasztott élekkel egyszer már lefedett pont, sohasem szabadul fel a fedés alól. 

Az következő ábrán is látszik, hogy a kiválasztott élhalmazból később ugyan kimaradhat él, de az egyszer már lefedett pont végleg fedve marad. 


	—▬—▬—▬—
	javító út: a végpontjaihoz nem csatlakozik ▬ él

	↓▬↓—↓▬↓—↓▬↓
	javítás

	▬—▬—▬—▬
	az eddig fedett pontok ezután is fedve maradnak

	
↑
 ↑
	

	és még két újabb pont lesz fedve. Fedett pont, soha nem szabadul fel.


A bizonyítás további része a gráfnak és a talált párosításnak erre a két tulajdonságára hivatkozik. 

3.5.4. A bizonyítás

Legyen a továbbiakban G egy olyan páros gráf, amelyben az A ponthalmaz pontjai között nem húzódik él, és a B ponthalamaz pontjai között sem. Legyen az E a gráf éleinek halmaza. Tehát G:≝ (A(B, E) páros gráf. Jelölje F az algoritmus elején üres, majd fokozatosan alakuló, de mindig független élekből álló, végül maximális független élhalmazt. Amikor az algoritmus véget ér, lesz egy párosításunk: ezt az F élei alkotják, továbbá tudjuk, hogy nincs sem F-től független él, sem pedig F-javító út. 
Az F párosítás segítségével olyan segéd halmazokat definiálunk, amelyek ügyes használatával összerakhatóak a minimax tételek bizonyítási elvének alkalmazásához szükséges egyenlő elemszámú halmazok. 

Segédhalmazok:
Hat darab, diszjunkt segédhalmaz lesz, amiknek pontok az elemei, és X1, X2, X3 ( A, Y1, Y2, Y3 ( B lesz a nevük. A következőkben definiáljuk őket.

Először a gráf csúcsait alkotó A és B ponthalmazokat bontjuk diszjunkt részekre a következő módon:
X1:≝{v(A | v nem végpontja egyetlen F-beli élnek sem}

Y1:≝{v(B | v nem végpontja egyetlen F-beli élnek sem}

G=(A(B, E) gráf
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(A fenti rajz szándékosan ábrázol olyan helyzetet, amely az algoritmus végrehajtása után nem állhatna elő: például találhatók benne az F élhalmaztól független élek is. A cél a segédhalmazok definícióinak szemléltetése. A „lehetetlenségek” vizsgálatára később kerül sor
.)

Az F élei csak A és B között húzódhatnak, mert a G-t úgy defináltuk, mint olyan páros gráf, hogy A és B között nincs él. Az F-el nem fedettek száma az A és B csúcshalmazban különböző lehet, de az F-el fedetteké természetesen azonos mindkét halmazban, hiszen közöttük az F élei párosítást alkotnak.

Ezután az F-el fedetteket mind az A mind a B halmazban is két részre osztjuk (vagyis a kimaradtakat). Ez lesz a következő 4 segédhalmaz. Az egyik kettő:

X2:≝{v(A\X1 | v elérhető X1-ből alternáló úton}

Y2:≝{v(B\Y1 | az X2-beli pontokat fedő F-beli élek B-beli végpontjai}
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A meghatározásokból azonnal világos, hogy ez a két halmaz is azonos elemszámú, hiszen Y2-ben X2-ből induló F-beli élek a végpontjai vannak, F pedig párosítás (X2 az A\X1 bármely részhalmaza lehetne, akkor is igaz lenne): |X2|=|Y2|. 
Az X2 meghatározásában lényeges, az alternáló úton elérhetőség. A csak más úton, vagy alternáló úton ugyan, de nem X1-ből elérhető pontok nem tartoznak ide! Ezen a ponton érdemes meggondolni azt (mert később felhasználjuk), hogy az Y2-beli pontok is elérhetők X1-ből alternáló úton vagy egyetlen nem F-beli élen (ami egyébként alternáló út). Hiszen minden X1-ből X2-be vezető alternáló út utolsó előtt érintett pontja Y2-beli! [Utóbbi azért, mert egy X1((A)-ből induló és X2((A)-ban végződő út biztosan páros számú élből áll
 és ezért – ha alternáló – F-beli éllel kell végződnie. Például így váltakoznak egy alternáló út F-beli ▬ élei és nem F-beli – élei az érintett halmazokba eső pontokkal: (A()X1–B▬A–B▬A–B▬A–B▬A–Y2((B) ▬X2((A), vagy az elképzelhető legrövidebb ilyen úton: A (X1–Y2((B) ▬X2((A), amikor egyetlen nem F-beli – él vezet a Y2 halmaz egy pontjába. Egy ilyen út utolsó előtti végpontja mindig Y2-beli, ezért valóban minden Y2-beli pont is elérhető X1-ből alternáló úton.]
Definiáljuk az utolsó kettő segédhalmazt (ezek a maradékok):

X3:≝ A\(X1UX2)
Y3:≝ B\(Y1UY2)

Az X1, X2, X3, Y1, Y2 és Y3 csúcshalmazok definíciójából azonnal látszik, hogy valóban páronként diszjunkt halmazok és A=X1UX2UX3 és B=Y1UY2UY3. Továbbá mivel az A-beli F-el fedett csúcsok az X2UX3 halmazt, a B-beli F-el fedett csúcsok az Y2UY3 halmazt alkotják, amelyek között az F élei (az összes éle!), bĳekciót létesítenek, azért: |X2UX3|=|Y2UY3|=|F|. |X3|=|Y3| mert az F-beli élek párosítást létesítenek X3 és Y3 között is.  Továbbá mivel az A-beli F-el fedett csúcsok közül – definíció szerint – az X2-beliek azok, sőt mi több mindazok, amelyek X1-ből alternáló úton elérhetők, azért a kimaradók, vagyis az X3-beliek, egyike sem érhető el X1-ből alternáló úton és minden ilyen csúcs az X3-ba tartozik. 
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Segédhalmazok használata:
(G)=(G) bizonyítása:

Ennyi előkészület után, most már megadható egy ponthalmaz, amelyről a továbbiakban belátjuk, hogy lefogó ponthalmaz, és éppen annyi eleme van, mint a független élekből álló F élhalmaznak. Ez a ponthalmaz az előző rajzon világoskék színnel jelzett Y2UX3 ponthalmaz.
Először belátjuk, hogy ugyanannyi eleme van, mint F-nek. Elemeinek száma: 

	|Y2UX3|
	= |Y2| + |X3|
	= |X2| + |X3|
	= |X2 U X3|
	= |F|
	

	
	↑
	↑
	↑
	↑
	

	diszjunktak
	Y2↔X2
	diszjunktak
	(X2UX3)↔F
	


Vagyis valóban éppen annyi eleme van, mint a független élekből álló F élhalmaznak. 
Másodszor be kell látni még, hogy lefogó ponthalmaz, vagyis minden él legalább egyik végpontja az Y2UX3 halmazhoz tartozik. Ezt úgy bizonyíthatjuk, hogy kimutatjuk, hogy nincs olyan él, amely két olyan pontot köt össze, amelyek egyike sincs az Y2 és X3 halmaz valamelyikében. Ehhez segítség egy táblázat a ponthalmazok között lehetséges élek számontartására (egy halmaz jelével megjelölt sor és egy másik halmaz jelével jelölt oszlop találkozásánál levő mező jelöli e két ponthalmaz között futó éleket):

	G=(AUB, E)
	A
	B

	
	X1
	X2
	X3
	Y1
	Y2
	Y3

	A
	X1
	
	
	
	
	
	

	
	X2
	
	
	
	
	
	

	
	X3
	
	
	
	
	
	

	B
	Y1
	
	
	
	
	
	

	
	Y2
	
	
	
	
	
	

	
	Y3
	
	
	
	
	
	


A páros gráfnak sem az A, sem a B ponthalmazán belül nem vezet él, ezért a ▨-al megjelölt mezők biztosan nem jelölhetnek élet. Emellett még a főátlóra szimmetrikusan elhelyezkedő mezők jelentése is azonos. Sok a felesleges mező ebben a táblázatban! Ezért a célnak jobban megfelelő alábbi táblázatot készítjük el, amely a fenti táblázat fehéren maradt mezőinek éppen (a jobb felső) felét tartalmazza: 

	°
	B

	
	Y1
	Y2
	Y3

	A
	X1
	
	
	

	
	X2
	
	
	

	
	X3
	
	
	


A Y2UX3 ponthalmaz akkor és csak akkor lefogó, ha élek kizárólag az Y2-vel jelölt oszlopban és a X3 jelű sorban fordulnak elő. Ehhez elegendő bizonyítani, hogy a táblázat alább ▨–val jelölt mezőiben nem lehet él.
	°
	B

	
	Y1
	Y2
	Y3

	A
	X1
	
	
	

	
	X2
	
	
	

	
	X3
	
	
	​


Ennek igazolásához a felsorolt ponthalmazok definícióin kívül szükség lesz az algoritmus végrehajtását követő helyzetről megismert tényekre is. Emlékeztetőül: 

11. Az F élhalmaz független élekből áll

12. A gráfban nincs olyan él, amely az F éleitől független lenne (egyébként az ilyen él is javító út, a javító út definíciója szerint)

13. nincs F-javító út a gráfban

Most sorra belátjuk, hogy a táblázat négy ▨–val jelölt mezőjébe nem tartozhat él.  Mindig feltételezzük, hogy létezik a következő rajzokon ----------- jelzett él, ez a feltevés rendre ellentmondásra vezet. 

[image: image19.wmf]Y3

:  ami Y2-ből és 

Y1-ből kimarad

X3

:  X1-ből alternáló úton 

nem érhetők el

Y2

:  X2-ből induló F-beli 

élek végpontjai

X2

:  X1-ből alternáló úton 

elérhetők

X1

: F-el nem fedettek

Y1

: F-el nem fedettek

F-től független él lenne!

A

B


Ezek után világos, hogy X1 és Y1 között nem lehet él, hiszen az, az F éleitől független lenne (2. pontnak mond ellent). 
X1 és Y3 között sem lehet él, hiszen azt egy F-beli Y3▬X3 éllel folytatva X1-ből X3-ba vezető alternáló utat találnánk, ami pedig nincs.
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X2 és Y1 között sem lehet él, hiszen annak X2-beli végpontjáig biztosan vezet X1-ből alternáló út és ezzel együtt ez az él egy F-javító utat adna, ami pedig nincs.
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X2 és Y3 között sem lehet él, hiszen annak X2-beli végpontjába vezet X1-ből alternáló út. Ezt az utat lehetne folytatni a feltételezett éllel Y3-ba, és azt onnan egy F-beli éllel X3-ba. Ezzel egy X1-ből X3-ba vezető alternáló utat kapnánk, de ilyen nincs.
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	°
	B

	
	Y1
	Y2
	Y3

	A
	X1
	F-től független él lenne
	
	X1-ből X3-ba alternáló út lenne

	
	X2
	F-javító út lenne
	
	X1-ből X3-ba alternáló út lenne

	
	X3
	
	
	


Tehát valóban Y2UX3 lefogó ponthalmaz is. (Már láttuk a 26-ik oldalon, hogy annyi pontból áll, mint egy független élhalmaz, történetesen az F). A MINIMAX tételekről bevezetésként említettek szerint ennél fogva, a lefogó ponthalmazok minimális mérete egyezik a független élhalmazok maximális méretével, vagyis a szokott jelölésekkel: (G)=(G), ami a König tétel egyik állítása.

(G)=(G) bizonyítása:

A másik állítása szerint izolált pont nélküli páros gráfban: (G)=(G), vagyis a független ponthalmazok maximális elemszáma az ilyen gráfokban egyezik a lefedő élhalmazok minimális elemszámával. Ennek az állításnak a bizonyításához a továbbiakban tegyük fel, hogy a G=(A(B, E) páros gráfban nincsenek izolált pontok, azaz minden ponthoz legalább egy él illeszkedik. E nélkül a feltétel nélkül nem is létezne az összes pontot lefedő élhalmaz. Így viszont nyilvánvalóan van, például az összes él. 
A MINIMAX tételek egyszerűbb felét (ami most (G) ( (G)), már a 3.2-es pontban (egyszerű összefüggések) beláttuk.
Hátra van még annak kimutatása, hogy van a gráfban olyan független ponthalmaz és lefedő élhalmaz, amelyeknek ugyanannyi elemük van. Ilyeneket a magyar módszer algoritmusa szolgáltat: az X1UX2UY1UY3 ponthalmaz és az F élhalmaz kiegészítve az Y1 és X1 pontjaiból induló egy-egy éllel, vagyis pontosabban, hozzávéve minden Y1 és X1 pontra egy abból a pontból induló élt, éppen ilyen pont- és élhalmaz lesz, de ezt még be kell látni róluk. Lényeges, hogy ezt az élhalmazt egyáltalán el lehet készíteni a leírt módon. Csak azért lehet biztosan minden Y1 és X1 pontból induló élt választani, mert a tétel ezen részét izolált pont nélküli gráfokra kell igazolni, azokban pedig minden ponthoz – így a Y1 és X1 ponthalmaz pontjaihoz is – illeszkedik él. Ezeknek a tényeknek a bizonyítása van még hátra:

14. az X1UX2UY1UY3 ponthalmaz pontjai között nem húzódik él, más szóval ez független ponthalmaz

15. a F élhalmaz kiegészítve az Y1 és X1 pontjaiból induló egy-egy éllel, minden pontot lefog, más szóval lefogó élhalmaz

16. a 2. pontban megemlített élek száma egyenlő a X1UX2UY1UY3 ponthalmaz pontjai számával

Az 1. állítás igazsága leolvasható a 26-ik és a 30-ik oldalon levő táblázatból. 
A 2. állítás következik abból, hogy az X1 és Y1 halmazok definíciója szerint az A\X1 és B\Y1 halmazok pontjait az F élei fedik, az X1 és Y1 halmazok pontjait pedig a belőlük induló kiválasztott élek. 
A 3. bizonyításához azt kell meggondolni, hogy az X1 és Y1 halmazok között nem húzódik él, ezért az X1 és Y1 halmazok pontjait lefogó kiválasztott élek valamennyien csak egyetlen pontot fognak le és ezért számuk |X1| + |Y1|. A többi pontot az F élek fedik, ezek száma: |X2| + |X3| = |X2| + |Y3|. Tehát a lefogó élek száma összesen: |X1| + |Y1| + |X2| + |Y3|. Ez egyezik a 1. pontban említett független ponthalmaz elemeinek számával. 
És ezzel a Kőnig tétel bizonyítása befejeződött. 

3.5.5. A König tétel bizonyításának vázlata
Mint oly sok MINIMAX tétel bizonyítása, ez is a 


[image: image23.wmf]x

min

x

max

PIROS

x

KÉK

x

Î

Î

=

 ( [(x(KÉK (y(PIROS (x≤y)]([KÉK∩PIROS ≠Ø]
formulán alapszik. Mivel a két bizonyítandó egyenlőség: (G)=(G) és (G)=(G) valójában MAX |{párosítás}|=MIN|{lefogó ponthalmaz}| és MAX|{független ponthalmaz}|=MIN|{lefedő élhalmaz}| formájú azért ez a formula minden további nélkül alkalmazható, csak arra kell ügyelni, hogy a tétel feltételeit a kellő helyen használjuk fel a bizonyítás során.
I. Minden független élhalmaz éleinek száma legföljebb annyi, mint egy tetszőleges lefogó ponthalmaz pontjainak száma. Minden független ponthalmaz pontjainak száma legföljebb annyi, mint egy tetszőleges lefogó élhalmaz éleinek száma. (Lefogó élhalmaz csak akkor létezik, ha nincs izolált pont.)

II. Mindegyik független pont/él halmaz elemének lefogásához kell egy elem a másik (vagyis a lefogó) halmazból. Különbözőket nem lehet egyszerre lefogni. Ez nem csak páros gráfokra igaz.  

III. Van olyan független élhalmaz, amely éleinek száma egyezik az egyik lefogó ponthalmaz pontjainak számával. (Ez már nem páros gráfokra nem feltétlenül igaz. De a gráfban lehetnek izolált pontok.) Van olyan független ponthalmaz, amely pontjainak száma pont annyi, mint az egyik lefogó élhalmaz éleinek száma. (Ehhez már az is szükséges, hogy izolált pont ne legyen a gráfban, különben még lefogó élhalmaz se létezne.)

1. Van olyan párosítás – ezután F jelöli – amelyhez nincs javító út. (Független él is javító út!)

A.) Üres élhalmazzal kezdve, vegyünk hozzá független éleket, amíg lehet. Aztán amíg lehet, vegyünk javító utat, és ezen végezzünk élcserét. Amikor már ezt sem lehet, a kialakult élhalmaz lesz az F.

(a) A független él hozzá vétele, és a javító úton végzett élcsere, egyaránt két újabb pont lefogását eredményezi a régi lefogások megtartása mellett. Ezért ha egy él már nem független, akkor később sem lesz az és a végső független élhalmazhoz F-hez, már nem lesz javító út (speciálisan független él sem).

2. X1:≝{v(A | v nem végpontja egyetlen F-beli élnek sem} 
Y1:≝{v(B | v nem végpontja egyetlen F-beli élnek sem}
X2:≝{v(A\X1 | v elérhető X1-ből alternáló úton}
Y2:≝{v(B\Y1 | az X2-beli pontokat fedő F-beli élek B-beli végpontjai}
X3:≝ A\(X1UX2)
Y3:≝ B\(Y1UY2)

3. Y2UX3 lefogó ponthalmaz,

A.) kizárható olyan élek létezése, amely a többi ponthalmazok között, vagy azok valamelyikén belül húzódnának. X...-ek között nincs él, mert a páros gráf egyik ponthalmazának részei. Y…-ok között ugyanezért nincs.

	°
	B

	
	Y1
	Y2
	Y3

	A
	X1
	F-től független él lenne
	
	X1-ből X3-ba alternáló út lenne

	
	X2
	F-javító út lenne
	
	X1-ből X3-ba alternáló út lenne

	
	X3
	
	
	



F független élhalmaz,
elemszámuk egyezik.

B.) |F|=|A\X1|=|X2UX3|=|X2|+|X3|=|Y2|+|X3|=|Y2UX3|

4. X1UX2UY1UY3 független ponthalmaz,

A.) kizárható olyan élek létezése, amely ezek között a ponthalmazok között, vagy ezek valamelyikén belül húzódna; l. az előző táblázat! II. 3. A.) pontban!

. F élhalmaz kiegészítve az Y1 és X1 pontjaiból induló egy-egy éllel, lefogó élhalmaz, (kiegészíthető, mert a feltételek szerint nincs izolált pont)

B.) az X1 és Y1 halmazok definíciója miatt az A\X1 és a B\Y1 halmazokat az F élek fedik; a X1 és Y1 halmazokat a választott kiegészítő élek fedik

. elemszámuk egyezik.

C.) a lefogó élek száma: |F|+|Y1|+|X1|, a független pontok száma: |X1|+|X2|+|Y1|+|Y3|; az F élei kölcsönösen egyértelmű megfeleltetést létesítenek X2↔Y2 és X3↔Y3 között is és ebben a két megfeleltetésben F minden éle részt vesz. Ezért például |F|=|X2|+|Y3| és ebből következik a |{lefogó élek}|=|{független pontok}| vagyis a lefogó élek száma=független pontok száma.

III. Az I. és II. tényeiből, a (G), (G), (G), és (G) definíciójából a bekeretezett formula alkalmazásával következik a tétel állítása.
3.6. Tutte tétel
Egy G gráfban akkor és csak akkor van teljes párosítás, ha a gráf pontjainak bár​mely X halmazát elhagyva, a maradék gráf páratlan pontszámú összefüggő komponensei​nek száma legfeljebb |X|.
3.7. Berge formula
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Tetszőleges G = (V, E) gráfra, a független élek (G) maximális száma:

Ahol 

· cp(G) egy G gráf azon összefüggő komponenseinek számát jelöli, amelyek páratlan számú pontból állnak

· G\X gráf a G gráfból az X pontjainak, és a belőle induló éleknek az elhagyása után megmaradt gráfot jelenti.
Érdemes megjegyezni, hogy ez a formula is egy MINIMAX tételt jelent, mert a baloldalán a rövid (G) jelölés valójában egy maximumot – a G gráf független élhalmazainak maximális elemszámát – jelöl. Ez azért lényeges, mert ezért – ahogyan a későbbiekben látjuk – gyanítható volt, hogy létezik polinom idejű algoritmus egy adott G gráfból (G) és ezzel együtt a (G) + (G) = v(G) egyenlőség
 miatt (G) kiszámítására is. Jack Edmonds talált ilyen algoritmust. Ezzel szemben az (G) és (G) kiszámítására biztosra vehető, hogy nincs polinomiális idejű algoritmus, de ezt senki sem bizonyította, viszont a későbbiekben nagyon meggyőző érvek lesznek rá.
3.7.1. Berge formula egy részének belátása

A Berge formulát teljesen nem bizonyítjuk, csak a minimax tételek állításának egyszerűbben belátható részét (max ≤ min), ami ebben az esetben azt jelenti, hogy az = helyére ≤ jelet teszünk. Ezt a gondolatmenetet azért is érdemes megismerni, mert – ellentétben a Berge formulával – igen egyszerű, könnyen megjegyezhető és a formula is „kijön” belőle. 

Azt látjuk be, hogy valamely X(V feltételnek eleget tevő X ponthalmaz választása esetén, ettől a választástól függően, de ezt már állandónak tekintve, ezután csupán a G gráf párosításait változtatgatva, bármely párosítás legalább |cp(G\X)| – |X| pontot fedetlenül hagyna (nevezzük ezt a kék állításnak, melyet később belátunk). Ebből következőleg csak a többi pont, legföljebb tehát |V| – (|cp(G\X)| – |X|) pont lehet fedve a független élekkel. Mivel hurokél definíció szerint nem lehet független élhalmaz eleme (itt kihasználjuk) azért minden független él pontosan 2 pontot fedhet le a fedett pontok közül, ezért ezeknek az éleknek a száma egyenlő a lefedett pontok számának felével, ami viszont legfeljebb ½·(|V| – (|cp(G\X)| –|X|)). 

Ebből aztán már világos a formula érvényessége a ≤ irányban, hiszen minden X, X(V-nek eleget tevő ponthalmaz választásánál elmondható mindez, ezért a független élek száma mindezeknél, tehát a minimumuknál is kisebb vagy egyenlő. (Világos, hogy a ½ tényező kiemelhető a min jel elé.) 

A ≥ irányú egyenlőtlenséget – bár az is igaz – nem bizonyítjuk a Berge formulára.

3.7.2. A kék állítás belátása

Azt kell tehát igazolni, hogy valamely X(V ponthalmaz kiválasztása esetén, bármely párosítás legalább |cp(G\X)| – |X| pontot fedetlenül hagy. Ennek belátásához vegyük példaként a következő G gráfot:
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és pontjai közül válasszuk ki például a bekeretezetteket (ez lesz az X ponthalmaz).
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Készítsük el a G\X gráfot az X pontjainak és a belőlük induló éleknek az elhagyásával:

[image: image26.wmf]X


Így kialakul a G\X gráf:
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amely az alább megjelölt összefüggő komponensekből áll: 


[image: image28.wmf]
A komponensek aszerint, hogy páros, vagy páratlan számú csúcsot foglalnak magukba, sárga vagy türkizkék színnel vannak jelölve. Most gondoljuk meg, hogy bármely (G gráfbeli!) párosítás vajon legföljebb hány pontot fedhetne le a(z eredeti!) G gráf pontjai közül? Nem kell pontos felső korlátot adni, elég csak egy egyszerű becslés. A becslést arra alapozzuk, hogy meghatározzuk, hogy legalább hány pont marad ki egészen bizonyosan bármely G gráfbeli párosítás fedéséből. Figyelni kell arra, hogy az előző rajz nem a G, hanem a G\X gráfot ábrázolja! Nézzünk egy lehetséges párosítást! A párosításba választott élek a következő rajzokon vastagítva ábrázolódnak.
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Meglehet, bár nem biztos, hogy páros számú pontból álló komponens pontjai teljesen párosíthatók csupán a komponens pontjait összekötő független élekkel. Az azonban egészen biztosan állítható, hogy páratlan számú pontból álló komponenssel ez nem fordulhat elő. Ezeknél minden komponens legalább egyik pontjának fedése csak a komponensen kívülre vezető éllel lehetséges. Ilyen él a G\X gráfban természetesen (az összefüggő komponens definíciója miatt) nincs, de ettől még a G gráfban lehetne. 
A G gráfból törölt élek valamennyien az X halmaz és a komponensek között húzódtak. Világos, hogy két komponens között nem húzódhat él (még a G gráfban sem) mert akkor a „két” komponens valójában egy volna. Ezért a komponensen belüli független élekkel le nem fogott pontokat, csakis a le nem fogott pontból az X halmazba vezető él foghatja le, már ha egyáltalán van ilyen él. Az eredeti G gráfra visszatekintve látjuk, hogy az előző rajzon szaggatott ------ vonallal jelölt mindhárom kérdéses él létezik:  
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E három létező él közül azonban csak legföljebb kettő használható a páratlan komponensekben fedetlenül maradó pontok lefogására, mert közülük két él az X halmaz azonos pontjában találkozik, s ezért nem lehet mindkettő egy független élhalmaz eleme. Ezek után három dolog világos:

· minden olyan élnek, amelynek csak az egyik végpontja esik egy komponensbe, másik végpontja az X halmazba esik

· minden páratlan komponensben a belső független élek legalább egy pontot fedetlenül hagynak

· az X halmaz minden pontjából legfeljebb egy kiinduló él fedheti le ezek valamelyikét

Ebből következik, hogy ha az X halmaznak kevesebb eleme van, mint a G\X páratlan pontból álló komponenseinek száma, akkor legalább annyi pont marad fedetlenül, mint ezek különbsége, bárhogyan is választjuk meg a párosítást. Mindezt akármelyik X ponthalmazról elmondhatjuk. Ugyanez az állítás a bevezetett jelölésekkel: ha X halmazt megválasztjuk, akkor bármely párosítás legalább |cp(G\X)| – |X| pontot fedetlenül hagy. 
Ezzel a 35. oldalon lévő kék állítást indokoltuk.

4.  Folyamok
4.1. A vízhálózat tervezés problémája
A probléma a következő: Van egy város, ahol szeretnénk jó vízhálózatot tervezni. Adott egy forrás, ahonnan a víz ered. Adottak különböző városbeli csomópontok, amiket csövek kötnek össze. A csöveknek van kapacitása, ami az fejezi ki, hogy egy időegység alatt mennyi víz képes áthaladni rajta. A csövekben a víz csak egy irányba folyhat, de két pont közt mindkét irányban vezethet cső. Végül pedig adott egy nyelő, ami a vizet elnyeli. A víz a forrás és a nyelő között nem vész el.
Kérdés, hogy mely csöveken, mennyi vizet kell átengedni ahhoz, hogy a legtöbb vizet jutassunk el a forrástól a nyelőig.
4.2. Matematikailag megfogalmazott vízhálózat-probléma

G = (V, [image: image31.jpg]


)
A csőhálózatnak egy irányított gráf felel meg. 

c: [image: image32.jpg]


(ℝ0+ 
Minden csőnek van kapacitása (=áteresztőképessége), vagyis minden élhez hozzá van rendelve egy nem negatív, valós szám. Ezt a hozzárendelést a c függvény fejezi ki. 

s ( V 
Van két kitüntetett csúcsa a gráfnak, az egyik az s, ami a forrást jelöli. Ebből csak kifelé mennek élek.

t ( V 
A másik kitüntetett csúcs a t, ami a nyelőt jelöli. Ebbe csak befelé mennek élek.
Arra vagyunk kíváncsiak, hogy mennyi víznek kell folynia az egyes csöveken ahhoz, hogy a legtöbb vizet juttassuk el az s-ből t-be. Ezt úgy írhatjuk le, hogy a csőhálózat éleihez megadjuk, hogy mennyi víz folyjék át rajtuk, vagyis az előző fogalmak szerint a gráf minden éléhez egy valós számot rendelünk. Eszerint a feladat egy ilyen [image: image33.jpg]


(ℝ0+ típusú függvény megkeresése. Ennek a függvénynek, eleget kell tennie a feladat leírásából következő feltételeknek. A feladat leírásából következő feltételeknek megfelelő függvényeket fogjuk folyamnak hívni. Ezek közül kell a legkedvezőbbet kiválasztani.
4.2.1. Folyam

f: [image: image34.jpg]


 ( R0+ folyam, ha
g) 0(f(e)(c(e) (e ( [image: image35.jpg]



h) ( e v-be mutat f(e) = ( e v-ből mutat f(e) (v(V\{s,t}
Az első kritérium annak felel meg, hogy egy csövön nem folyhat több víz, mint a kapacitása. 
A második annak, hogy a forrást és a nyelőt leszámítva minden csomópontba annyi víznek kell befolynia, mint amennyi kifolyik (mert máshol nem termelődik, és nem tűnik el víz).

Azonnal látszik, hogy az f(0 folyam.
Definiálnunk kell még azt a függvényt is, ami azt mondja meg, hogy mennyi víz folyjék az egyes csöveken, amikor a lehető legtöbb víz folyik át a hálózaton. Minthogy ennek a függvénynek eleget kell tennie a feladat feltételeinek, s az ilyen függvényeket neveztük folyamoknak, azért ez a függvény egy folyam lesz.
4.2.2. Folyam nagysága

f nagysága: ( e s-ből ki f(e) = (e t-be be f(e) 
Mivel a folyam definíciójának b) pontja miatt a hálózat minden s-től és t-től különböző pontjába ugyanannyi víz folyik be, mint ki, ezért ezekben a pontokban nem jut víz a hálózatba, de nem is vész el. Ezért az s pontban a hálózatba befolyó víz az összes, ami bejut, de ennek teljes egészében el is kell távoznia – mivel máshol nem lehet – a t pontban. Az s pontba bejutó és – ami ugyanannyi – a t pontban eltávozó vízmennyiség az, ami a vízáteresztés nagyságát jellemzi. Ez a folyamtól függ, és éppen ezt jelenti a folyam nagysága.

A feladat leírása szerint olyan f folyamot kell keresnünk, amelynek a nagysága maximális. 

4.2.3. Irányított vágás
S(V, s(S és t(S esetén az S által meghatározott irányított vágás: az S-ből V\S-be mutató élek halmaza.
Mivel az s forrás az S halmazban van, a t nyelő viszont nem, ezért az s-ből t-be jutó víznek valahol át kell haladnia az irányított vágásnak némely élein. Több víz nem juthat át, mint amennyit ez a vágás képes átereszteni. A vágás áteresztő képességét a vágás kapacitása jelenti.
4.2.4. Irányított vágás kapacitása
( e ( irányított vágás c(e)
4.2.5. Ford-Fulkerson tétel

A maximális folyam nagysága akkora, mint a legkisebb vágás kapacitása.

Ez egy minimax tétel. Világos, hogy bármely folyam nagysága legfeljebb annyi lehet, mint akármelyik vágás kapacitása. Egy vágásbeli csöveken ugyanis legfeljebb a vágás kapacitása mennyiségű víz tud átfolyni a forrást tartalmazó részből a nyelőt tartalmazóba, másrészt minden csepp víz a forrást tartalmazó részből indul és végül a másik oldalra kerül, tehát át kell folyjon a vágásbeli csövek valamelyikén. 
A minimax tételek elve szerint (11. oldal) elég egy példát mutatni, amikor egy konkrét folyam nagysága egyenlő egy konkrét vágás kapacitásával. Egy algoritmust adunk meg, amely előállít egy folyamot és megmutatjuk, hogy létezik ezzel a folyammal egyenlő nagyságú vágás.
Példa:
Ezen az ábrán a mohó algoritmus nem működik. Ha először csak az egyik ágon folyik víz, mégpedig 2 egység, és középen is két egység folyik, akkor nem lehet a forrásból a másik ágat megnyitni és csak 2 egységnyi víz vihető át. Más stratégiával viszont akár 3 egységnyi is.
Tegyük fel, hogy találtunk egy utat, amiben az élek irányítása nem számít (lehetnek visszafelé mutató élek is), de minden előre mutató él nem telített (azaz kevesebb víz folyik át rajta, mint a kapacitása), és a visszafelé mutató éleken van folyam. Ekkor lehet növelni az átvitt víz mennyiségét.

4.2.6. Algoritmus (maximális folyam megtalálására)
Legyen kezdetben ƒ: [image: image36.jpg]


(R0+, ƒ≡0! Ez nyilvánvalóan folyam.

17. típusú lépések: Olyan s ( t (irányított) utat keresünk, amely minden e élén f(e)<c(e) teljesül. Ezeken az éleken növeljük f-et min e(út |c(e) – f(e)| -vel.

18. típusú lépések: Olyan s ( t (irányítatlan) utat keresünk (szembe is mehetünk az élen), ahol az s(t útirányba mutató élekre f(e) < c(e) (előre tudunk növelni), a visszafelé mutatókra f(e) > 0 (vissza tudunk csökkenteni)
. Előbbieken növelünk, utóbbiakon csökkentünk, minden útba eső élen azonos mennyiséggel. Ezzel: min (min e(úton előre |c(e) – f(e)|, min e(úton vissza ƒ(e)).

Ha már egyik lépés se lehetséges, akkor be fogjuk látni, hogy az f folyamnál nincs nagyobb. De még előtte be kell látnunk, hogy az f valóban folyam. A következőkben ezt tesszük.
Nagyon fontos észrevétel, hogy mindkét lépésben minden útba eső e élen azonos mértékben (meglehet ellentétes irányban: növekedve vagy csökkenve) változik az ƒ(e) értéke! Végiggondolva a lehetséges változatokat, megállapítható, hogy mindegyik s–től és t–től különböző pontra igaz, hogy azonos mértékben nő (vagy csökken) ebbe a pontba belépő éleken vett ƒ(e)–k összege és a pontból kilépő éleken vett ƒ(e)–k összege, vagy egyik összeg sem változik. (A változás pontonként más-más lehet.) Ez azért fontos, mert emiatt, ha egyszer ezek a belépő és kilépő összegek kezdetben minden s–től és t–től különböző pontban azonosak voltak, – amint az a kezdeti ƒ≡0 függvényre teljesül – akkor azok is maradnak, ahogyan egy folyamnál lennie kell. 
Az ƒ függvény meghatározott éleken vett értékeinek megváltoztatására, a 1. és 2. lépés leírásában megadott min mennyiségek, a lehető legnagyobbak azok közül a mennyiségek közül, amelyekkel még a megváltoztatott ƒ függvény is teljesíti a folyamokra kirótt 0(f(e)(c(e) (e ( [image: image37.jpg]


 feltételt. Egyben ezek a mennyiségek azok, amelyek a folyam nagyságának növekedését jelzik egy elvégzett lépés után. (Mert az s(  pontból csak ki, a (t pontba csak bevezetnek élek. Ezek az élek mindig az s→t utak irányába esnek ezért csak növekszik rajtuk a folyam értéke és ezáltal a folyam nagysága.) Minden lépésben – legalábbis a kiválasztott úthoz – a lehető legnagyobb mértékben növeli a folyam nagyságát. Belátható, hogy végül már nem találunk javító utat. Ennél több is igaz, lásd Edmonds-Karp tételét a 47. oldalon.
Ezek az állítások egyszerűen ellenőrizhetők. Ami még hiányzik a bizonyításhoz, hogy az eljárás közben létrehozott f folyam nagysága a lehető legnagyobb.  
4.2.7. Technikai megvalósítás (maximális folyam megtalálására)
Mindezek technikai megvalósítása a következő:
19. Minden élre felveszünk 0-t folyam értéknek.
20. Készítünk egy segédgráfot úgy, hogy az eredeti gráf csúcsait lemásoljuk, az éleit pedig az eredeti gráf éleiből származtatjuk úgy, hogy egy élből akár két él is keletkezhet. Ha az él c kapacitása nagyobb, mint a folyam f értéke ezen az élen, akkor ez az él bekerül a segédgráfba. Ha f >0, akkor ez az él ellenkező irányítással (is) bekerül a segédgráfba.
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21. A segédgráfban keresünk irányított s(t utat. Ha találunk, akkor az algoritmus 4. pontjára lépünk, ha nem, akkor az 5. pontjára.
22. Változtatjuk az eredeti gráfban a folyam értékeket a 4.2.6. pontban megadott módon, a talált út mentén. A segédgráfot frissítjük a 2. pontban leírt módon az új folyam szerint. Visszalépünk a 3. pontra.

23. Nem találtunk utat, ilyenkor elértük a maximális folyamot.

Most bizonyítjuk, hogy létezik az algoritmus végén talált folyam nagyságával egyenlő kapacitású vágás. 
A bizonyítás során szükség lesz annak ismeretére, hogy valamely segédgráfbeli P→Q él mely eredeti gráfbeli élekből származhatott. Ez az előző rajz átnézésével azonnal kideríthető. Az eredményeket a következő rajz foglalja össze:
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Ezek után legyen S azoknak a pontoknak a halmaza, amik az eljárás végére előállított segédgráfban, s-ből irányított úton elérhetőek. A t pont biztosan nem tartozik ide, mert az eljárás végén nincs már irányított s→t út. Az S pontjaiból a segédgráfban nem vezet ki él, (mert különben a kivezető él végpontja is elérhető lenne s-ből, vagyis mégiscsak S-hez tartozna.) Gondoljuk meg, hogy mi következik ebből az eredeti gráf éleire nézve! Ha Q valamely tetszőleges S-beli pont és P nem, akkor a segédgráfban nincs Q→P él ezért az eredetiben nem lehetnek olyan P→Q élek (ezek lennének az S-be vezető élek) amelyeken 0<ƒ sem olyan Q→P élek (ezek volnának a S-ből kivezető élek) amelyeken ƒ<c. Lásd az előző rajzot! Az ƒ függvény folyam, ezért 0(f(c és emiatt a kifelé vezető éleken c=ƒ, a befelé vezetőkön pedig ƒ=0. Minden víz, ami az s(S forrásból származik az S által meghatározott irányított vágás élein kell, hogy kiáramoljon, mivel nincs befelé áramlás, ezért a kifelé áramlás pont egyenlő a folyam nagyságával. A kiáramlás a kifelé vezető éleken az f-ek összegével egyenlő, ez pedig az ugyanezeken az éleken vett c-k összegével, ami a vágás kapacitása. Tehát a kapott folyam nagyságával egyenlő kapacitású vágást találtunk.
4.2.8. Edmonds-Karp tétel

Ha mindig a legrövidebb (segédgráfbeli) úton javítunk, akkor polinomiális az algoritmus.

Ez pontosan azt jelenti, hogy a maximális folyam meghatározásához szükséges lépések száma, felülről becsülhető a hálózat pontjai számának polinomjával.

Tétel:
Ha a kapacitások egész számok, akkor létezik egész értékű maximális folyam.

Bizonyítás:

A 4.2.7. algoritmus minden lépése egész számmal változtatja a kiinduló f(0 folyam értékeit.
5.  Menger-tételek

Legyen G=(V,E) és s, t ( V. Szeretnénk a lehető legtöbb diszjunkt s(t utat találni. Ez több mindent jelenthet aszerint, hogy a gráf irányított-e, és hogy éldiszjunkt vagy pontdiszjunkt utakat keresünk. (Belsőleg pontdiszjunkt alatt azt értjük, hogy a kezdő- és a végpont közös, de ezen kívül diszjunktak.) A következő tételekben az s és t közt húzódó utak lefogására csak s-től és t-től is különböző pontok a megengedettek.
5.1. Menger-tételek állítása

5.1.1. 1. Menger-tétel

G irányított. Páronként éldiszjunkt s(t utak max. száma = az összes s(t utat lefogó élek min. száma.
5.1.2. 2. Menger-tétel 

G irányított gráf amelyben nincs s-ből t-be vezető él  (s(t(E)1. Ekkor a belsőleg pontdiszjunkt s(t utak max. száma = az összes s(t utat lefogó pontok min. száma.
5.1.3. 3. Menger-tétel 

G irányítatlan. Éldiszjunkt s→t utak max. száma = az összes s→t utat lefogó élek min. száma.
5.1.4. 4. Menger-tétel

 G irányítatlan gráf amelyben nem húzódik s és t közt él (s(t(E)
. Belsőleg pontdiszjunkt s→t utak max. száma = az összes s→t utat lefogó pontok min. száma.
5.1.5. 5. Menger-tétel

 G irányítatlan, S(V, T(V, S(T=(
S(T teljesen pontdiszjunkt utak
 max. száma = S és T közti utakat lefogó pontok
 min. száma.

5.2. Menger-tételek bizonyítása

Ezek a tételek is minimax tételek. De a bizonyításukat nem az eddig megszokott minimax tételek elvével fogjuk végezni, hanem felhasználjuk a Ford-Fulkerson tételt. A két mennyiséget, amelynek egyenlőségét bizonyítani szeretnénk, egyéb mennyiségekkel együtt elhelyezzük egy körön. Ha a kör mentén egy körüljárási irányban ↻ nem csökkenő mennyiségek vannak, akkor ezek a mennyiségek mind egyenlők. (Ez tulajdonképpen az A=B szokásos bizonyítása, mikor belátjuk, hogy A≥B és A≤B, csak más formában.)
5.2.1. 1. Menger-tétel

Hogy lehessen alkalmazni a Ford-Fulkerson tételt, először egy hálózatot képezünk. 

Az s(t utak egyikében sincs (s-be érkező, vagy t(-ből induló él. Hagyjuk el ezeket az éleket a G gráfból! Ezzel sem a páronként éldiszjunkt s(t utak max. száma, sem az összes s(t utat lefogó élek minimális száma nem változott. Elegendő tehát a tételt erre a gráfra bizonyítani. A megmaradó gráfban s(-ből csak kiinduló (t-be csak beérkező élek lehetnek. Rendeljünk minden éléhez 1 kapacitást. Ezzel egy hálózat jött létre.
A következő kör mutatja az 1. Menger tétel bizonyítás vázát.
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Kifejtve:

Páronként éldiszjunkt s→t utak max. száma ≤ minden s→t utat lefogó élek min száma 
Tekintsünk páronként éldiszjunkt s→t  utak egy halmazát. A gráf bármelyik éle legfeljebb egy útban szerepelhet ezek közül. Ezért a gráf egy éle legfeljebb egy utat foghat le ezek közül. Ezért páronként éldiszjunkt utak e halmazának lefogásához legalább annyi él kell – de ez elegendő is – ahány útból áll ez a halmaz. Ha ez a halmaz maximális számú páronként éldiszjunkt utat tartalmaz, akkor már csak ezeknek az utaknak a lefogásához feltétlenül szükséges ennyi él. A minden irányított s→t utat lefogó élek minimális száma ennél nem lehet kisebb.
minden s→t utat lefogó élek min száma ≤ minimális vágás 
Mert bármelyik vágás lefogja az összes s(t utat, így a minimális vágás is, mert minden ilyen útnak ki kell lépni a vágást definiáló S halmazból! A kilépő él lefogja az utat és ez a vágás éle.
minimális vágás = max. folyam 
Mert a Ford-Fulkerson tétel pont ezt állítja.

max. folyam ≤ éldiszjunkt s→t utak max. száma

Van maximális folyam, amely minden élhez egész számot, most 1-et vagy 0-át rendel. Ez a 48. oldal végén lévő tételből és abból következik, hogy most a kapacitások 1-ek, és mivel a folyam értékek az éleken 0, és a kapacitás (1) közé eső egész szám lehet, ezért csak 0 vagy 1 lehet. Hagyjuk el azokat az éleket, amelyekhez 0-át rendel. A maximális folyam nagysága változatlan maradt. Ha a max. folyam nem 0, akkor van s(t út. Egyik ilyen útnak az éleit elhagyva 1-el csökken a folyam nagysága. Folytatva az elhagyást annyi páronként éldiszjunkt utat kapunk, mint a maximális folyam nagysága.
5.2.2. 2. Menger-tétel

Visszavezetjük az elsőre. Új G’ gráfot készítünk: minden G-beli pontból (kivéve az s és t pontokat) két pontot készítünk úgy, hogy ezek irányított éllel → legyenek összekötve. Úgy, hogy a G’ gráfban ennek az új élnek a kezdőpontjába vezetnek a G gráfban a pontba futó élek és a végpontjából indulnak a G gráfban a pontból kiinduló élek.
Például:
G-ben minden irányított s→t utat lefogó pontok min. száma ≥ G-ben belsőleg pontdiszjunkt s→t utak max. száma.
Tekintsünk belsőleg pontdiszjunkt s→t utak egy halmazát. A gráf bármelyik pontja legfeljebb egy útban szerepelhet ezek közül. Ezért a gráf egy pontja legfeljebb egy utat foghat le ezek közül. Ezért belsőleg pontdiszjunkt utak e halmazának lefogásához legalább annyi pont kell – de ez elegendő is – ahány útból áll ez a halmaz. Ha ez a halmaz maximális számú belsőleg pontdiszjunkt utat tartalmaz, akkor már csak ezeknek az utaknak a lefogásához feltétlenül szükséges ennyi pont. A minden irányított s→t utat lefogó pontok minimális száma ennél nem lehet kisebb.
G-ben s→t belsőleg pontdiszjunkt utak max. száma = G’ gráf éldiszjunkt útjainak max. száma
Mert természetes bijekció van a G-beli belsőleg pontdiszjunkt és G’-beli éldiszjunkt utak között.

G’ gráf éldiszjunkt útjainak max. száma = G’ gráf irányított s→t utakat lefogó élek min. száma

Menger 1. tétele miatt.
G’ gráf irányított s→t utakat lefogó élek min. száma = G’ gráf irányított s→t utakat lefogó kék élek min. száma
Mert a min. lefogó élek között előforduló fekete élek a megelőző vagy következő kék élre cserélhetőek. (Amit egy fekete él lefog, azt akár a kezdő– akár a végpontjához illeszkedő kék él is lefogja. Ezek közül legalább az egyik kék él létezik, mert az egyetlent amelyhez nem létezne sem előző sem követő él: az s→t él, a feltételek szerint nincs a gráfban.)
G’ gráf irányított s→t utakat lefogó kék élek min. száma ≥ G gráfban minden irányított s→t utat lefogó pontok min. száma
Mert ezeknek a kék éleknek megfelelő pontok, minden utat lefognak a G gráfban.

5.2.3. 3. Menger-tétel

G = (V,E) irányítatlan gráfból készítünk egy G’ irányított gráfot úgy, hogy minden irányítatlan élet ─ két irányított éllel helyettesítünk, ide-oda irányítva ⇄. 
G-ben páronként éldiszjunkt s→t utak max. száma ≤ G-ben minden s→t utat lefogó élek min. száma
Tekintsünk páronként éldiszjunkt s→t  utak egy halmazát. A gráf bármelyik éle legfeljebb egy útban szerepelhet ezek közül. Ezért a gráf egy éle legfeljebb egy utat foghat le ezek közül. Ezért páronként éldiszjunkt utak e halmazának lefogásához legalább annyi él kell – de ez elegendő is – ahány útból áll ez a halmaz. Ha ez a halmaz maximális számú páronként éldiszjunkt utat tartalmaz, akkor már csak ezeknek az utaknak a lefogásához feltétlenül szükséges ennyi él. A minden s→t utat lefogó élek minimális száma ennél nem lehet kisebb.
G-ben minden s→t utat lefogó élek min. száma ≤ G’-ben az összes irányított s→t utat lefogó élek min. száma

Mert minden G’-beli lefogó élhalmaz megfelelője G-beli lefogó élhalmaz. (Egy G’–beli irányított utat lefogó él G-beli irányítatlan megfelelője lefogja a G’–beli irányított út G-beli irányítatlan változatát.)
G’-ben az összes irányított s→t utat lefogó élek min. száma = G’-ben páronként éldiszjunkt s→t utak max. száma

Menger 1. tétele miatt.
G’-ben páronként éldiszjunkt s→t utak max. száma ≤ G-ben páronként éldiszjunkt s→t utak max. száma

Azért, mert G’-ben páronként éldiszjunkt irányított s→t utak bármely halmazából készíthető (=hozzárendelhető) ugyanennyi utat tartalmazó páronként éldiszjunkt G–beli út. A G’-ben páronként éldiszjunkt irányított s→t utak G-beli irányítatlan megfelelői nem biztosan éldiszjunktak, mert előfordulhat, hogy a G’-ben két pont között ellentétes irányban húzódó és ezért különböző él fordul elő két G’-beli útban. Ezeknek az éleknek az irányítatlan megfelelői azonosak, s ezért a két G’-beli út G-beli irányítatlan megfelelői nem éldiszjunktak.
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Ilyen átalakítások sora után végül annyi éldiszjunkt irányítatlan G-beli úthoz jutunk, amennyi G’–beli irányított út volt.
5.2.4. 4. Menger-tétel

Ezt a tételt a 2. Menger-tételből következtethetjük úgy, hogy az éleket ide-oda irányítjuk és így egy irányított gráfot kapunk, mint az előző (3.) Menger tételnél.
G = (V,E) irányítatlan gráfból készítünk egy G’ irányított gráfot úgy, hogy minden irányítatlan élet ─ két irányított éllel helyettesítünk, ide-oda irányítva ⇄. 
G-ben belsőleg pontdiszjunkt s(t utak max. száma ≤ G-ben minden s(t utat lefogó pontok min. száma.
Tekintsünk belsőleg pontdiszjunkt s(t utak egy halmazát. A gráf s-től és t-től különböző bármelyik pontja legfeljebb egy útban szerepelhet ezek közül. Ezért a gráf egy s-től és t-től különböző egy pontja legfeljebb egy utat foghat le ezek közül. Ezért belsőleg pontdiszjunkt s(t utak e halmazának lefogásához legalább annyi s-től és t-től különböző pont kell – de ez elegendő is – ahány útból áll ez a halmaz. Ha ez a halmaz maximális számú belsőleg pontdiszjunkt s(t utat tartalmaz, akkor már csak ezeknek az utaknak a lefogásához feltétlenül szükséges ennyi s-től és t-től különböző pont. A minden s(t utat lefogó s-től és t-től különböző pontok minimális száma ennél nem lehet kisebb.
G-ben minden s(t utat lefogó pontok min. száma ≤ G’-ben az összes irányított s→t utat lefogó pontok min. száma

Mert minden G’-beli lefogó ponthalmaz megfelelője G-beli lefogó ponthalmaz. (Egy G’-beli irányított utat lefogó pont G-beli megfelelője lefogja a G’-beli irányított út G-beli irányítatlan változatát.)

G’-ben az összes irányított s→t utat lefogó pontok min. száma = G’-ben belsőleg pontdiszjunkt irányított s→t utak max. száma

Menger 2. tétele miatt.
G’-ben belsőleg pontdiszjunkt irányított s→t utak max. száma = G-ben belsőleg pontdiszjunkt s(t utak max. száma
Mert természetes bijekció van a G-beli irányított s→t utak és a G-ben s-ből t-be vezető s→t utak között. Ez a bijekció pontdiszjunkt utakat, pontdiszjunkt utaknak feleltet meg.
5.2.5. 5. Menger-tétel

Vegyünk két új pontot. Az egyikből csak S-be, a másikba csak T-ből mennek élek. Nevezzük ezeket s-nek és t-nek. Az új gráfban s→t útra alkalmazva a 4. Menger-tételt az állítás belátható. 
6.  NP teljesség
6.1. Bevezetés
Ebben a fejezetben olyan problémákról lesz szó, amikre valószínűleg nincs gyors algoritmus. Azért valószínűleg, mert bizonyítani ugyan nem fogjuk tudni, de elég jó érvet mutatunk rá: megmutatjuk, hogy ha ezen problémák bármelyikére találnánk gyors algoritmust, akkor egy hatalmas problémaosztály összes problémájára is találnánk. Azonban azt gyanítjuk, hogy ennek a hatalmas probléma osztálynak nem lehet minden problémájára gyors megoldás.
Definíciók:

Egy probléma polinomiális (P beli), ha van c1 és c2, és van olyan algoritmus, mely n hosszú bemenő adat esetén, legfeljebb c1·nc2 lépést tesz, ahol c1 és c2 konstansok.
Egy probléma NP-beli, ha igen/nem választ kér, és igen válasz esetén van olyan súgás, amely polinom ideig tart, és ennek birtokában már polinom időben tudjuk ellenőrizni, hogy valóban igen a válasz. (Például NP beli: Van-e G-ben Hamilton kör. Ha valaki megsúgja, hogy hol van, akkor polinom időben tudom ellenőrizni, hogy valóban Hamilton kör. NEM NP beli: G-ben nincs Hamilton kör. Ha valaki azt mondja, hogy nincs, akkor nem tud polinom idejű bizonyíték szolgáltatni arra, hogy nincs.) 
Egy probléma co-NP-beli, ha igen/nem választ kér, és ha valaki tudja a megoldást, ami nem, akkor polinom időben meg tud róla győzni. (Pl: egy szám prím-e; nincs Hamilton kör)

Tanú: az a polinom hosszúságú súgás, melynek segítségével polinom időben ellenőrizhető, hogy tényleg igen a válasz.

Egy probléma NP-teljes, ha minden NP-beli probléma polinom időben visszavezethető rá, és ő maga is NP-beli.

Ha egy problémáról megmutatjuk, hogy NP-teljes, akkor következik, hogy a probléma csak akkor lehet P-ben, ha az igen/nem választ váró P beli problémákra P=NP, de ezt senki sem gondolja, hogy így van.
6.2. Visszavezetés
A számításelmélet – méltóan előkelő címéhez –, nem foglalkozik olyan egyszerű, határozott dolgokkal, mint például „Van-e 4 független pont a ۝∘☌ gráfban?”, amire
egyértelműen lehet válaszolni: Igen! Ehelyett az eleve (igennel vagy nemmel) megválaszolhatatlan „Van-e k független pont a G gráfban? Igen vagy nem?” kérdést feszegeti, amelyre azt szokták mondani: „Az attól függ!” mármint attól, mennyi a k és mi a G gráf. 

Ebben az elméletben egyszerűen „problémának” szokás nevezni a valamilyen értelemben hasonló (például azonos módon leírható) egyedi, határozottan megválaszolható problémák halmazait is. Ezek az algoritmikus problémák. Az általános megfogalmazású kérdésekre a válasz egy algoritmus lehet, amelynek inputként megadva a hiányzó adatokat minden esetben véges sok lépésben határozott választ ad a kérdésekre.
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Speciálisan azokat a probléma(halmazo)kat, amelyek teljesen meghatározott egyedi problémáinak megoldása csak kétféle –  rendszerint „igen” vagy „nem” – lehet, igen/nem  vagy más szóval eldöntendő problémáknak nevezzük.

Egy A igen/nem probléma(halmaz), B igen/nem probléma(halmaz)ára való visszavezetésén, olyan algoritmust értünk, amellyel az A bármely egyedi problémájából gépies eljárással – a probléma megoldásának ismerete nélkül – egy olyan problémát készíthetünk, amely a B probléma halmaz eleme, és a megoldása, egyezik a kiinduló problémáéval. Ha A visszavezethető B-re, akkor ezt a tényt A→B-vel jelöljük.

Ha A→B és B→C akkor A→C, vagyis a visszvezetés tranzitív. 
A visszavezetési eljárás hasznosságához nyilvánvalóan az is elengedhetetlen, hogy az első problémát annak előzetes megoldása nélkül vezessük vissza egy vele azonos választ (igen-t vagy nem-et) adó másik problémára. Mivel, ha az első problémát még a visszavezetés előtt meg kellene oldani, akkor már teljesen mindegy, hogy a probléma, amelyre visszavezetjük milyen gyorsan, vagy hogyan oldható meg. Egy ilyen „visszavezetés” teljesen használhatatlan lenne.
Speciálisan ha A és B is igen/nem problémák, akkor a β eljárás az azonosság: β(x)(x. Ha az α és a β eljárás polinom időben végezhető, akkor a visszavezetést polinomiálisnak nevezzük. A polinom idejű visszavezetés is tranzitív.
Lássuk mire használható, ha A visszavezethető B-re (A→B)! 

· Ha B-t meg tudjuk oldani, az A problémát megoldó algoritmus készíthető. Így oldhatunk meg tetszőleges a(A problémát ha A→B és B megoldása ismert: Először a-ból az α eljárással elkészítjük a α(a)(B problémát, amelyet az ismert algoritmussal megoldhatunk, végül ennek a megoldásából a β algoritmus segítségével előállítjuk az a probléma megoldását. 
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· Ha B-nek nincs megoldása, akkor ugyan az előző módon nem lehet megoldani az A-t, de másként esetleg igen. Ilyenkor A megoldhatóságáról semmi sem állítható határozottan. 

· Ha viszont tudjuk, hogy A nem oldható meg, akkor B-nek sem lehet megoldása, mert máskülönben az első pontban leírt eljárás A-nak egy megoldását szolgáltatná.

Lássuk mire használható, ha A polinom időben vezethető vissza B-re! 

· Ha B-t meg tudjuk oldani polinom időben, az A problémát megoldó polinomiális algoritmus készíthető. Így: először a-ból az α eljárással elkészítjük a α(a)(B problémát, amelyet az ismert algoritmussal megoldhatunk, végül ennek a megoldásából a β algoritmus segítségével előállítjuk az a probléma megoldását. 

6.2.1. NP teljesség bizonyítása visszavezetéssel

Sok NP teljességi tétel bizonyítása, az NP teljesség definíciójából és egy – már NP-teljesnek tudott – problémából indul ki. Egy probléma NP-teljességéhez az kell, (a definíciója szerint) hogy 

· a probléma maga NP-beli legyen, vagyis

· igen–nem választ várjon, és

· az „igen” válasz polinom időben legyen ellenőrizhető (= legyen tanú rá)

· minden NP-beli probléma visszavezethető legyen rá, mégpedig polinom időben

Annak igazolása, hogy minden NP-beli probléma visszavezethető rá, úgy történik, hogy egy olyan problémát vezetünk rá polinom időben vissza, amelyről már tudjuk, hogy arra minden NP-beli probléma visszavezethető. A visszavezetés tranzitivitása miatt rá is visszavezethető minden NP beli probléma.
Bizonyítandó probléma ← bizonyítottan NP-teljes probléma ⇇ NP-beli problémák bármelyike

Hogy ez polinom időben elvégezhető, annak következménye, hogy a két visszavezetés mindegyike polinom idejű.

6.2.2. Visszavezetéses bizonyítások iránya
	Bizonyítani szeretnénk egy problémáról, hogy
	Visszavezetés iránya
	Tudjuk egy problémáról, hogy

	NP teljes
	
	NP teljes

	P-ben van
	
	P-ben van

	megoldhatatlan
	
	megoldhatatlan


6.3. NP teljes problémák

Definíciók:
Bevezetjük a konjunktív normálforma fogalmát. Legfelső szintjén nem feltétlenül konjunkció van (de általában igen).
Literál egy logikai változó önmagában, vagy egy logikai változó negáltja.
Klóz: egyetlen literál, vagy (akárhány) literálok diszjunkciója (vagyja). 

Konjunktív normálforma (KNF): egy klóz vagy klózok konjunkciója (ésje). 

Példák: 
24. klóz

 klóz

 klóz
(p̅ ( q)
(

q
(
(r̅ ( p)
25. egy klóz
p̅ ( q






26. klóz 
klóz



p̅    ( 
  q


 

A fenti középső formula: p̅ ( q konjunktív normálforma (mert egy klóz önmagában is az), pedig nincs benne egyetlen konjunkció sem!

Viszont (p̅(̅q̅) nem konjunktív normálforma, de azzá tehető. Íme: p̅ ( q̅; ez ekvivalens vele és konjunktív normálforma.

6.3.1. SAT probléma

Bemenet: KNF

Kimenet: kielégíthető-e a KNF?
Ez NP beli probléma, mert természetesen igen-nem probléma, és ha valaki megadja az igazzá tevő érték adást, akkor polinom időben ellenőrizhető, hogy igazzá teszi-e a KNF-et.
6.3.2. Cook tétel
A SAT NP teljes.

6.3.3. 3–SAT probléma
A 3-SAT a SAT problémának az a speciális esete, amelyben a be​menet egy olyan konjunktív normálforma, amelynek minden klózában legfeljebb 3 literál fordul elő. Kimenet: Kielégíthető-e a formula?

Lemma: Ha a és b logikai változók, akkor (a(b̅)((a̅(b) pontosan akkor igaz, ha a=b. Ez triviális.
Tétel: A 3–SAT probléma NP-teljes.

Bizonyítás: Az világos, hogy a 3-SAT NP-beli, mert igen–nem választ vár, s „igen” válasz esetén tanú az igazzá tevő kiértékelés
. 

Az kell még az NP teljességéhez, hogy minden NP-beli visszavezethető rá. Ezt úgy bizonyítjuk, hogy a SAT problémát visszavezetjük rá. Mivel a SAT probléma a Cook tétel szerint NP-teljes, ezért a visszavezetéses bizonyítások elve alapján ez már bizonyítása lesz a 3-SAT probléma NP-teljességének.
A tétel bizonyításának visszavezetési része, először nagy vonalakban:
A SAT problémát vezetjük vissza a 3–SAT-ra. Egy eljárást adunk meg, amellyel tetszőleges ƒ(x1, x2, … xn–1, xn) = E1(E2( …(Em konjunktív normálformából készítünk egy g(x1, x2, … xn–1, xn, y1, y2, … y…, y…) = F1(F2( …(F… konjunktív normálformát úgy, hogy minden F…–ben legföljebb 3 literál lesz és úgy, hogy ƒ(x1, x2, … xn–1, xn) kielégíthető ( g(x1, x2, … xn–1, xn, y1, y2, … y…) kielégíthető.

Látható, hogy a g(…) normálforma speciális felépítéséért fizetni kell: bár csak 3 változó fordul elő minden F…–ben, de a g(…) formulában összességében több változó lesz, mint a ƒ(…) konjunktív normálformában. Az y-ok új változók.
Az utolsó, … ( … formában felírt feltétel részletezve annyit jelent, hogy ha az egyik normálformának van egy olyan kiértékelése, amelyre 1 (igaz) értéket ad, akkor a másikhoz is található ilyen tulajdonságú, bár nem feltétlenül ugyanaz a kiértékelés. Ezt azzal fogjuk bizonyítani, hogy olyan g(x1, x2, … xn–1, xn, y1, y2, … y…, y…) normálformát készítünk, amelynek bármely 1(=igaz) kiértékelése egyben az ƒ(x1, x2, … xn–1, xn) konjunktív normálformának is 1(=igaz) kiértékelése lesz. Pontosan úgy értve ezt az állítást, hogy az ƒ kiértékelés, a g számára készített kiértékelés leszűkítése az x1, x2, … xn–1, xn-re. Vagyis az f formula x változói helyére ugyanazokat az értékeket helyettesítjük, mint a g x változói helyére.
Megfordítva, megadunk egy eljárást, amellyel az ƒ(x1, x2, … xn–1, xn) konjunktív normálformát igazzá tevő kiértékelésből minden esetben az elkészített g(x1, x2, … xn–1, xn, y1, y2, … y…, y…) normálformát igazzá tevő kiértékelést készíthetünk (természetesen az y-ok is előírt értéket kapnak majd). 

A g formulát elkészítő eljárás az ƒ konjunktív normálforma E… klózaiból egyenként készíti el a g klózait. Minden E… klóznak több F… klóz felel meg, s a teljes g forma az E… klózokból készített összes F… klóz konjunkciója lesz. 
	ƒ konjunktív normálforma klózokra bontva
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Az egyik E… klózból a következő átalakítással készülnek az F… klózok. A rövidség kedvéért az E klóz indexét a továbbiakban elhagyom, mert az eljárás minden E… klózra ugyanaz. Jelöljük a szóban forgó E klózt alkotó literálokat z1, z2, z3, … zi, zk–1, zk-val! Ezek szerint E=z1(z2(z3,( … (zi–1(zi ( … (zk–1( zk. Például ha E=x̅1(x2(x̅3(x5(x6, akkor k:≝5, z1:≝ x̅1, z2:≝ x2, z3:≝ x̅3, z4:≝x5 és z5:≝x6. 
A z…–k tehát nem új változók, hanem csak rövid jelölései az E literáljainak. Nézzük most a y1=z1 – igaz, szokatlan formában felírt – logikai formulát, amelyben egy újonnan bevezetett – az E-ben elő nem forduló – logikai változó is föltűnik: y1. Ez 1 (=igaz) értékű, ha ebben az y1 és z1 azonos logikai értékűek: mindkettő 1 értékű, avagy mindkettő 0 értékű. Ezt a szokatlan logikai formulát természetesen sok más formában, de azonos jelentéssel, a szokásos logikai műveletekkel is fel lehet írni, például a y1(z1, (y1(z1)((z1(y1) és a (y1( z̅1)(( y̅1( z1) formában. Az utolsó forma egyenes következménye az 62-ik oldalon említett lemmának. Ez az a kifejezésmód, ami önmagában konjunktív normálforma alakú, és amelyet a továbbiakban használni fogunk az = jeleket tartalmazó logikai formulák átírásánál. A többi felírási módnak semmi szerepe a továbbiakban.

Tekintsük most meg a 
y1=z1
y2=y1(z2
y3=y2(z3
………..

yi=yi–1(zi
………..

yk–1=yk–2(zk–1
és a 

yk=yk–1(zk
logikai formulákat! Ezekben az y1, y2, y3, … yi, … yk–1 és az yk az E klózban nem szereplő új változók, a z1, z2, z3, … zi, zk–1, zk viszont nem változók, hanem az E klóz változóit, vagy azok negáltjait jelentik úgy, ahogy ezekből a literálokból az E klóz felépül: E=z1(z2(z3,( … (zi–1(zi ( … (zk–1( zk. 
Egy olyan kiértékelésben, amelyben a felsorolt formulák mindegyike (eszerint konjunkciójuk is) igaz, teljesül a y1=z1, y2= z1( z2, y3= z1(z2(z3, … , yi=z1(z2(z3,( … (zi–1(zi, … , yk=z1(z2(z3,( … (zi–1(zi ( … ( zk–1( zk egyenlőségek sora is. Ez könnyen belátható a fenti egyenlőségeken fentről lefelé végighaladva és sorra behelyettesítgetve az addig z-kel kifejezett y-okat. Az utolsó egyenlőség szerint yk=z1(z2(z3,( … (zi–1(zi ( … (zk–1( zk, vagyis éppen yk=E. 
Vegyük még hozzá a fenti egyenlőségekkel leírt formulákhoz az egyetlen változóból álló yk formulát, és vegyük ezeknek a formuláknak a konjunkcióját: 
(y1=z1)((y2=y1(z2)(( y3=y2(z3) ( … ( (yi=yi–1(zi) ( … ( (yk–1=yk–2(zk–1)((yk=yk–1(zk)( yk 
1. állítás: ha az így előállított bekeretezett formula kiértékelése 1 (=igaz), akkor ugyanebben a kiértékelésben az E klóz is igaz. 
2. állítás: ha az E klóz kiértékelése 1 (=igaz), akkor az E klóz változóinak ebben a kiértékelésben definiált x1, x2, x3, … xi, … xk–1, xk értékeiből kiindulva, az E klóz z1, z2, z3, … zi, zk–1, zk literáljainak értékein keresztül, az y1, y2, y3, … yi, … yk–1, yk  értékeit sorra a 

y1:≝z1
y2:≝y1(z2
y3:≝y2(z3
………..

yi:≝yi–1(zi
………..

yk–1:≝yk–2(zk–1
és a 

yk:≝yk–1(zk (=E=1)

definíciókkal előírva a bekeretezett formula kiértékelése 1(=igaz) lesz. 

Állítások belátása:

Az 1. állítást már beláttuk a bekeretezett formula felírását megelőzőleg, hiszen láttuk, hogy e formula első (y1=z1)((y2=y1(z2)((y3=y2(z3) ( … ( (yi=yi–1(zi) ( … ( (yk–1=yk–2(zk–1)((yk=yk–1(zk) részének igaz voltából yk=E következik, és e formula utolsó klóza: yk is igaz.

A 2. állítás is nyilvánvaló, hiszen a definíciók éppen a formulában előforduló konjunkció tagjainak igaz értékét eredményezik. 

Azt elegendő még belátni, hogy a formula átírható olyan KNF-á, amelynek minden klóza legfeljebb 3 literálból áll. Az a=b(c egyenlőség akkor és csak akkor teljesül, (vagyis igaz) az a, b és c logikai változókra, ha (a(b̅) ( (a(c̅) ( (a̅(b(c) igaz. Ez például az 62-ik oldali egyik lemmából is következik csak abban b helyére b(c-t kell írni. Ezzel a [a=b(c]≡[(a(b̅)((a(c̅)((a̅(b(c)] azonossággal a bekeretezett formula így alakítható át: (y1(z̅1)((y̅1(z1)([(y2(y̅1)((y2(z̅2)((y̅2(y1(z2)]([(y3(y̅2)((y3(z̅3)((y̅3(y2(z3)](…( [(yi(y̅i–1)((yi(z̅i)((y̅i(yi–1(zi)](…( [(yk(y̅k–1)((yk(z̅k)((y̅k(yk–1(zk)](yk Ez már csak legföljebb 3 literálból álló klózok konjunkciója! A [ ]-ek természetesen elhagyhatók. 
A 63-ik oldali táblázatban ⇝ jellel jelzett hozzárendelés tehát: 

E = z1 ( z2 ( z3 ( … zi ( zk–1 ( zk ⇝ (y1(z̅1) ( (y̅1(z1) ( (y2(y̅1) ( (y2(z̅2) ( (y̅2(y1(z2) ( (y3(y̅2) ( (y3(z̅3) ( (y̅3(y2(z3) (…( (yi(y̅i–1) ( (yi(z̅i) ( (y̅i(yi–1(zi) (…( (yk(y̅k–1) ( (yk(z̅k) ( (y̅k(yk–1(zk) ( yk
Ezzel az eljárással az E klózhoz hasonlóan a ƒ konjunktív normálforma bármelyik klózát legföljebb 3 literált tartalmazó klózok konjunkciójává alakíthatjuk. Az összes ilyen konjunkciója eredményezi a g(x1, x2, … xn–1, xn, y1, y2, … y…, y…) konjunktív normálformát. 

Egyvalamire azonban még gondolni és figyelni kell. Láttuk, hogy a k db literálból álló E = z1 ( z2 ( z3 ( … zi ( zk–1 ( zk  klóz átalakításához pontosan k db további változót kellett fölvenni. A változók száma tehát nem a teljes átalakítandó ƒ(x1, x2, … xn–1, xn) konjunktív normálformában előforduló változók számával egyezik, hanem csak az éppen átalakításra kiválasztott klózban előforduló literálok számával. Mi történjék, ha azután egy „hosszabb” klózt kell(ene) átalakítani? A válasz: nem az E átalakításánál már használt y1, y2, y3, … yi, … yk–1 és yk változók és még néhány hozzácsapott további változó használandó az újabb hosszú klóz átalakításához! Ennek magyarázata az eredeti ƒ-beli klózok, és a belőlük előállított ⇝ g-beli klózok közötti speciális kapcsolatban van, amelyen az egész bizonyítás alapul. 
Tudjuk, hogy egy olyan kiértékelésben, amelyben az egyik ƒ-beli klózban 1 (=igaz) az eredmény, biztosan kiegészíthető az ismert módon (az y-ok értékének előírásával) úgy, hogy az ebből a klózból készített ⇝ g-beli klózok együttese is igaz legyen ebben a kiértékelésben. Semmi sem biztosítja azonban azt, hogy az erre az ƒ-beli klózra alkalmas, és a 65-ik oldalon részletezett kiértékelés-kiterjesztés más klózokra is biztosítaná azt, amiért készült. (Nevezetesen azt, hogy más, mondjuk K-val jelölt ƒ-beli klózból kiindulva a belőle származtatott g-beli klózok is igazak legyenek azon a kiértékelésben, amely az x változók értékében egyezik, az y változókban pedig a 65-ik oldalon leírt módszer szerint készül, de nem ebből a K klózból.) Ezen a gondon az segít, hogy minden ƒ-beli klóz átalakításánál újabb és újabb addig még nem használt y… változókat kell bevezetni. 
Ezután már elmondható – és ez kell a bizonyítás teljességéhez –, hogy ha a ƒ konjunktív normálforma kielégíthető, akkor egy olyan kiértékelésben, amely igaz, az összes klózának kiértékelése is igaz, ezért klózainak a kiértékelései – egymástól függetlenül – kiterjeszthetők a klóz átalakításakor bevezetett saját y változóikra alkalmas értékadásokkal úgy, hogy az átalakított klózok valamennyien igazak legyenek a kiterjesztett kiértékelésben. Ez azt jelenti, hogy a g(x1, x2, … xn–1, xn, y1, y2, … y…) konjunktív normálforma igaz ebben a kiterjesztett kiértékelésben. Itt az y… -ok között az összes klóznál bevezetett új változók összessége van föltüntetve. 

6.3.4. Lefogási feladat NP-teljes

Lefogási feladat definíciója:

Input: Egy X (pont)halmaz
 és ennek néhány megadott részhalmaza: A1, A2, A3, … An–1, An, és még egy természetes szám: k(ℕ. 
Output: Van-e legfeljebb k db olyan pont az X-ből, amelyek lefogják az Ai-ket? Azaz (X’(X, |X’|=k, X’∩Ai(Ø,  (i=1, 2, … n -re.
Tétel: A lefogási feladat NP-teljes.

Bizonyítás: Az világos, hogy a lefogási feladat NP-beli, mert igen–nem választ vár, s „igen” válasz esetén tanú az X’ (pont)halmaz. 
Az kell még az NP teljességéhez, hogy minden NP-beli visszavezethető rá. Ezt úgy bizonyítjuk, hogy a SAT problémát visszavezetjük rá. Mivel a SAT probléma a Cook tétel szerint NP-teljes, ezért a visszavezetéses bizonyítások elve alapján ez már bizonyítása lesz a lefogási feladat NP-teljességének.
Bizonyítás visszavezetés része: A bizonyítást csak egy példán nézzük végig, de a módszerből világosan látszik, hogy mindig véghezvihető. Pontosan: bármely megadott SAT problémát a bemutatott módszerrel visszavezethetnénk egy lefogási feladatra.

Az f(x):≝(x1( x̅2( x̅3( x4) ( (x2( x̅4) konjunktív normálforma SAT problémáját vezetjük vissza egy lefogási feladatra. A hasonlóság szembeötlő a SAT és a lefogási probléma között: a konjunktív normálforma kielégíthetőségéhez az kell, hogy minden tényezőjében (=klózában) legalább egy literál igaz legyen. A lefogási problémában: minden lefogandó halmaz legalább egy eleme le legyen fogva. 
	Lefogási probléma
	
	SAT probléma

	ponthalmaz
	↔
	literálok halmaza

	lefogandó halmazok
	↔
	klózok

	lefogó ponthalmaz
	↔
	igaz értékű literálok halmaza


Próbáljuk visszavezetni a fenti SAT problémát egy lefogási problémára.

Tekintsük a következő lefogási problémát. A probléma ponthalmazának elemei legyenek a konjunktív normálformában előforduló összes változó és azok negáltjai (=tagadottjai). X:≝{x1, x̅1, x2,  x̅2, x3,  x̅3, x4, x̅4}. A lefogandó ponthalmazok közé vegyük be egyelőre a konjunktív normálforma egyes klózaiban előforduló literálokból alkotott halmazokat: 
A5:≝{ x1,  x̅2,  x̅3,  x4},  A6:≝{ x2, x̅4}. 
	X
	x1
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	A5
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	●
	

	A6
	
	
	●
	
	
	
	
	●


A lefogó pontok számát egyelőre még nem írjuk elő
. Ha ezeket a halmazokat mind lefogjuk néhány ponttal, akkor néha a pontoknak megfelelő literálokat igazzá téve máris kiderül, hogy az alapul vett konjunktív normálforma kielégíthető. Megfordítva nyilván minden további nélkül teljesül, hogy ha az alapul vett konjunktív normálforma kielégíthető, akkor egy igazzá tevő kiértékeléséből kiválasztva az „igaz” értékű literálokat, azok mindig lefogó rendszert alkotnak. 
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 Például válasszuk lefogó ponthalmaznak {x1, x̅4}-et. Akkor {x1,  x̅2,  x̅3,  x4} és {x2, x̅4} is le van fogva, ezért a konjunktív normálforma minden klózában, vagyis most  x1( x̅2( x̅3(x4-ben és x2( x̅4-ben is előfordul literál a lefogó ponthalmazból és ezért a lefogó ponthalmaz literáljait 1-é téve, vagyis  x1=1 és x4=0 választással a konjunktív normálforma minden klóza igazzá válik. 

De ez szerencsés eset volt. Az eljárás néha lehetetlen értékadást kíván. Például {x2, x̅2} ugyan lefogó ponthalmaz, de természetesen nem választhatjuk x2-t és x̅2-t egyszerre 1-nek. 
	X
	x1
	x̅1
	x2
	x̅2
	x3
	x̅3
	x4
	x̅4
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A lefogó pontokat úgy kell(ene) megválasztani (ha egyáltalán lehet), hogy a lefogó pontok között ne legyen semelyik változóval együtt ennek a változónak a negáltja is. Egy ilyen lefogás már valóban lefordítható olyan kiértékeléssé, amely igazzá teszi az alapul vett konjunktív normálformát és megfordítva, ha a konjunktív normálforma kielégíthető, akkor egy igazzá tevő kiértékelésében előforduló igaz literálok egy lefogó ponthalmazt adnak. 

Az a kikötés azonban, amely kizárja a lefogó ponthalmazok közül valamely változóval együtt ennek a változónak a negáltját is tartalmazó halmazokat, nem illeszthető a lefogási probléma feltételei közé. Röviden: egy ilyen feltételt (is) tartalmazó probléma ebben a formában biztosan nem lefogási probléma. 

Olyan megfogalmazást kell találni, amely ezt a feltételt olyan módon alakítja át, amely már megfelel a lefogási problémában előírható feltételnek. Ez a következő módon tehető meg: Vegyük hozzá a lefogandó halmazok rendszeréhez az összes olyan kételemű halmazt, amely egy változóból és ugyanennek a változónak a negáltjából áll. 
Most négy változó fordult elő a konjunktív normálformában, tehát 4 ilyen halmaz van: A1:≝{x1, x̅1},  A2:≝{x2, x̅2}, A3:≝{x3, x̅3},  A4:≝{ x4, x̅4}. Ezek után úgy fogalmazhatunk meg egy további feltételt, hogy: „ezen halmazok egyike sem fogható le két ponttal”! Ez annak átfogalmazása, hogy egy kiértékelésben nem lehet egy változó és a változó negáltja is egyaránt 1 (=igaz).
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A lefogási feladatból eddig „kilógó” feltétel, ezek után úgy fogalmazható át, hogy a lefogó ponthalmaz legyen olyan, amely az előbb definiált A1, A2, A3 és A4 halmazok mindegyikét pontosan
 1 ponttal fogja le.  (Emellett természetesen változatlanul megmarad az A5 és A6 halmazok legalább 1 ponttal való lefogására vonatkozó feltétel is.) De ez a megfogalmazás még mindig nem illik a lefogási feladathoz. Felismerve és kihasználva azt a tényt, hogy az újonnan hozzávett halmazok az X alaphalmaz osztályozását (= diszjunkt részhalmazokra bontását, amelyek úniója a teljes alaphalmaz; vagyis Ai∩Aj=Ø  1≤i<j≤4,  A1UA2UA3UA4=X) alkotják, megadhatjuk a végső – immár a lefogási feladathoz teljesen illő – megfogalmazást. 
A feltétel az, hogy legfeljebb annyi ponttal fedjük le a halmazokat – ezt a számot k-val jelöltük a lefogási feladat kitűzésénél – amennyi ebben az osztályozásban szereplő 2-elemű részhalmazok száma. Vagy ami ugyanez: az alapul vett konjunktív normálformában szereplő változók száma. Akkor a halmazok diszjunktsága miatt mindegyik lefogásához más-más pont kell, de mivel a lefogó pontok maximális száma pont úgy van előírva, hogy egyezzen e halmazok számával, ezért egyetlen halmazra sem juthat egynél több lefogó pont, vagyis pont egy jut. 
Ezzel minden SAT probléma visszavezetődhet egy lefogási feladatra, polinom időben. 
Megjegyzés:
Ezzel a módszerrel az olyan SAT problémát, amelynek a konjunktív normálformájában minden klóz legföljebb 3 literálból áll, olyan speciális lefogási feladatra vezetjük vissza, amelyben a lefogandó halmazok elemszáma legfeljebb 3. Mivel az előbb leírt 3–SAT probléma is NP–teljes
, azért a legföljebb 3 elemű halmazok lefogási feladata is az.

6.3.5. A lefogási feladat NP teljességének bizonyításának vázlata 

A lefogási feladat „Van-e k elemű lefogó ponthalmaz?” kérdésére igen vagy nem válasz adható, és az „igen” válasz estében a lefogó ponthalmazról ez polinom időben kideríthető, tehát a probléma NP-beli. Annak igazolása, hogy minden NP-beli probléma visszavezethető rá, úgy történik, hogy egy olyan problémát vezetünk rá vissza, amelyről tudjuk, hogy arra minden NP-beli probléma visszavezethető. Jelen esetben ez a SAT probléma. 
Lefogási probléma ← SAT probléma ⇇ NP-beli problémák bármelyike

Hogy ez polinom időben elvégezhető, annak következménye, hogy a két visszavezetés mindegyike polinom idejű.

I.  A lefogási feladat NP-beli, mert

27. a „Van-e k elemű lefogó ponthalmaz?” kérdésére igen vagy nem választ vár, és

28. az „igen” válaszra tanú a lefogó ponthalmaz

II. A lefogási feladatra a SAT problémán keresztül minden NP-teljes probléma visszavezethető

29. A SAT probléma NP-teljes
, ezért minden NP-beli probléma visszavezethető rá

30. Egy SAT probléma visszavezethető a belőle következő módon képzett lefogási problémára.
X:≝{a SAT konjunktív normálformájának változói és azok negáltjai}
A1:≝{az első változó és annak negáltja}
A2:≝{a második változó és annak negáltja}
…
A…:≝{az utolsó változó és annak negáltja}
A…:≝{a SAT konjunktív normálformájából, az első klóz literáljai}
A…:≝{a SAT konjunktív normálformájából, a második klóz literáljai}
…
A…:≝{a SAT konjunktív normálformájából, az utolsó klóz literáljai}
k:≝|{ a SAT konjunktív normálformájának változói }|

A visszavezetés:

	Lefogási feladat
	
	SAT probléma

	k elemű lefogó halmaz ahol k:≝a SAT kon​junktív normálformájá​ban előforduló változók szám a
( k elemű lefogó halmaz
	↔
	Literál-halmaz, melynek minden változóra vagy a változó vagy negáltja eleme, s amelyek „igaz” értékei a konjunktív normálformát igazzá teszik
( kiértékelés, amelyben a konjunktív normálforma igaz

	
	

(

(
	

	„igaz” válasz
	(
	a konjunktív normálforma kielégíthető

	
	(
	


III. A lefogási feladatig vezető mindkét visszavezetés polinom idejű, s ezért együttesük is.
6.3.6. Lefedési feladat NP-teljes
A lefedési probléma definíciója:

Input: Egy X halmaz és ennek néhány megadott részhalmaza: A1, A2, A3, … An–1, An, és egy természetes szám: k(ℕ. 
Output: Van-e legfeljebb k db olyan halmaz az A…-k közül, amelyek uniója az X halmaz? Azaz van–e Ai1,  Ai2,  Ai3,  …  Aik–1,  Aik, úgy, hogy  
      ? 
Tétel: A lefedési probléma NP-teljes.

Bizonyítás: A duálisa (átfogalmazása) a lefogási feladatnak. (Lásd 67–ik oldal.) Az pedig NP–teljes.

6.3.7. k-partíciós feladat NP-teljes

k–partíció feladat definíciója:

Input: Egy X halmaz és ennek néhány megadott részhalmaza: A1, A2, A3, … An–1, An, és még egy természetes szám: k(ℕ.

Output: Ki lehet-e választani legfeljebb k db olyan diszjunkt Ai-t, amik lefogják X-et? 

Tétel: A k-partíció feladat NP-teljes.

Bizonyítás: Egy speciális, legfeljebb 3 elemű halmazokkal való lefedési problémát vezetjük rá vissza. Ez a feladat is NP teljes, de ezt nem bizonyítjuk. A hozzárendelt k partíciós problémát úgy definiáljuk, hogy az eredeti lefedési problémában szereplő A1,…,An halmazokhoz hozzávesszük még ezeknek az összes részhalmazát is
.

Tegyük fel, hogy a fedési problémára van megoldás, van tehát legfeljebb k fedő halmaz. Vesszük az ott kiválasztott halmazokból az elsőt, ez lesz az új problémában is az egyik kiválasztott. Majd vesszük az eredetiben lévő kiválasztott halmazokat egyesével, és mindig azt a részét vesszük az új probléma kiválasztottaihoz, ami kilóg az eddigiekből (ez a kilógó rész üres is lehet). Ezt megtehetjük, hiszen ott van az összes részhalmaza. Így legfeljebb k diszjunkt halmaz partíciója lesz, amelyek között üres halmaz is lehet.
Tegyük fel, hogy az új problémára van megoldás. Ebből úgy látszik, hogy a fedési problémára is, mert az új problémában lévő kiválasztott halmazoknak (amiből legfeljebb k darab van, és részhalmazok részhalmazai) a fedésiben az eredeti méretét kell venni és nem csak a részét. Előfordulhat, hogy több diszjunkt fedésben résztvevő részhalmaz is ugyanannak a kiválasztott eredetinek a részhalmaza, de ez nem baj, mert csak csökkenti a fedéshez szükséges halmazok számát.
6.3.8. Partíció feladat NP-teljes

Partíció feladat (vagy más néven diszjunkt fedési feladat) definíciója:

Input: Egy X halmaz és ennek néhány megadott részhalmaza: A1, A2, A3, … An–1, An
Output: Ki lehet-e választani valahány diszjunkt Ai-t, amik lefogják X-et? 

Tétel: A partíció feladat NP-teljes.

Bizonyítás: A k-partícióst visszavezetve rá bizonyítható.
 
6.3.9. 3–színnel színezhetőség NP-teljes

Először néhány egyszerű megfigyelés gráfok 2 és 3 színnel színezhetőségéről, amelyekre a tétel bizonyításához szükség lesz.

31. Páratlan hosszúságú kör nem színezhető ki 2 színnel ha – amint az gráf színezésnél mindig kikötés – nem lehet két szomszédos csúcs azonos színű. Tetszőleges pontból indulva, 2 színnel színezve valamely irányban, az első pont választható színezése után, már minden pont színezése egyértelmű. A kezdőponthoz visszaérve pedig már egyenesen 0 értelmű, vagyis lehetetlen.
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32. Nézzük az alábbi gráfot. 

Lemma. A 
[image: image49.wmf]Külső  pontok

Belső  pontok

gráf külső pontjainak színezése ≤ 3 színnel, akkor és csak akkor terjeszthető ki az egész gráf 3 színnel való színezésévé, ha a külső pontok nem mind azonos színűek.
Bizonyítás: 

Megállapítható, hogy ha a külső pontokat azonos színűre színeznénk, akkor a belső pontok színezésére már csak 2 szín maradna, hiszen minden belső pont szomszédos valamely külsővel. Na de azt tudjuk, hogy 2 szín nem elég a belső 5 pontú kör színezéséhez. Ezért ez a gráf úgy biztosan nem színezhető 3 színnel, hogy a külső pontokat egyszínűre színezzük.

Ha viszont a külső pontokat nem mind azonos színűre – de egyébként tetszőlegesen – színezzük (a rendelkezésre álló 3 színnel!) akkor ezt a színezést már biztosan kiegészíthetjük a belső pontok ügyes színezésével a teljes gráfra, a következő módon:

Az eljárás azon alapszik, hogy ha egy pontnak még csak két szomszédja van bárhogyan is kiszínezve, akkor a pont mindenképpen színezhető a két szomszédtól eltérő színre. És ha ez az eljárás soha sem akad el, akkor a gráf kiszínezhető. Kiindulásnak két olyan belső pontot válasszunk, amelyek szomszédosak és külső szomszédjaik nem azonos színűek. (Ilyenek biztosan vannak, mert a külső pontok nem mind azonos színűek.) A színezési eljárás folyamatát a következő rajz-sorozat mutatja. A ○-rel jelölt pontok még nem színezettek, a ●-rel jelölt pontok már színezettek, de a színük a meggondolás szempontjából lényegtelen. 
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Tétel: Gráfok 3 színnel való színezhetősége NP-teljes probléma.
Bizonyítás: Visszavezetjük rá a 3–SAT problémát. 

· Először a 3–SAT problémát olyan 3–SAT problémára vezetjük – logikai azonosságokkal – vissza, amelynek minden klózában pontosan 3 literál fordul elő. Például az eredeti probléma 2 literálból álló x2(x̅3 klóza helyett a vele azonosan egyenlő (x2(x̅3(y)(( x2(x̅3(y̅) írható. Az egyetlen literálból álló x1 klóza helyett például (x1(x2(x3)(( x1(x2(x̅3)(( x1(x̅2(x3)(( x1( x̅2(x̅3) írható. 

· Ezután a speciális, most már minden klózában pontosan 3 literálból felépülő konjunktív normálformához egy olyan gráfot készítünk, amely akkor és csak akkor színezhető három színnel, ha a készítésénél alapul vett konjunktív normálforma kielégíthető. 

· Sőt egy kicsit többet is teszünk (vagyis így bizonyítunk): megmutatjuk, hogy a konjunktív normálformát igazzá tevő kiértékelés ismeretében hogyan színezhetjük ki a gráfot, és megfordítva a gráf színezésének ismeretében mely kiértékelés elégíti ki a konjunktív normálformát. 

A gráfot fokozatosan így építjük föl: 

Először az alapul vett konjunktív normálformában előforduló minden változó és azok negáltjai számára egy-egy gráfpontot veszünk fel és minden változó pontját összekötjük a negáltjához tartozó ponttal. Fontos, hogy minden előforduló változó negáltja számára pontot veszünk fel akkor is, ha az alapul vett konjunktív normálformában a változó csak negálatlanul fordult volna elő. Címkézzük meg a gráf pontjait a hozzájuk tartozó literállal! Ezeket a pontokat nevezzük a továbbiakban címkézetteknek. A címkézett pontok közé ezután már további éleket nem húzunk be. A gráf egyelőre így néz ki: ☍☍☍☍…☍☍☍☍☍☍. 

Eddig annyi máris világos, hogy a kialakuló gráfban minden színezés biztosan különböző színt ad egy változónak és negáltjának ⊶és tudjuk, hogy minden kiértékelés is különböző logikai értéket rendel egy változóhoz és negáltjához. Ezzel még nem megyünk sokra. A színezés három színt használ, logikai érték kettő van.

Vegyünk hozzá a gráfhoz egy újabb pontot és kössük össze minden eddigivel! A neve legyen u. 
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Ennek a gráfnak a 3 színnel való színezésénél egy szín elhasználódik az új pont színezésére. A változók és negáltjaik színezésére 2 szín marad, hiszen minden korábbi pont színének különbözni kell az új pontétól. Világos tehát hogy egy kiértékelés „igaz” értékű literáljait egy színnel, a „nem” értékűeket valamely másik színnel és végül az új pontot harmadik színnel színezve ennek a gráfnak helyes színezéséhez jutunk. Megfordítva, egy helyes színezésében a literálok színezésére jutó két szín egyikét „igaz”-nak nevezve egy kiértékeléshez juthatunk. Egy lépéssel közelebb jutottunk a célhoz: ebben a gráfban a literálokkal címkézett csúcsok kétszínűek. Mindez azonban amilyen nyilvánvaló éppoly haszontalan is. Az eddigi felépítés egyáltalán nem támaszkodott az alapul vett konjunktív normálforma szerkezetére. 

Vegyünk fel most az alapul vett konjunktív normálforma minden – három literálból álló! – klózához egy ponthármast! A három pont a klóz három literálját jelenti. 
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De ezeket a pontokat nem címkézéssel rendeljük a hozzájuk tartozó literálhoz. Az újonnan fölvett ponthármasok pontjait két-két újabb pont hozzávételével alakítsuk 5-ös körökké, és a ponthármasok pontjait kössük össze azokkal a literálokkal címkézett pontokkal, amelyeket jelképeznek. Ezután az alapul vett konjunktív normálforma minden klózának egy 5-ös kör felel meg, és a klóz literáljai leolvashatók a ponthármas összeköttetéseiről. Ezért a konjunktív normálforma föltüntetésére nincs már szükség, az teljesen visszakövetkeztethető a gráfból. Alább a türkizkék ellipszisek kódolják az alapul vett konjunktív normálforma klózait: a velük összekötött három címkézett pont címkéi jelölik a klóz literáljait. 
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Ezután vegyünk hozzá még egy (utolsó!) pontot a gráfhoz, és kössük össze az ötszögeknek azon pontjaival (minden ötszögben kettővel), amelyek nincsenek a literálokkal címkézett pontokkal összekötve, és végül kössük össze az u-nak nevezett ponttal is. (Az u pont a rajzon legalul van.) Ezzel a gráf elkészült. A következő oldalon megtekinthető. 
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Most belátjuk, hogy akkor és csak akkor színezhető három színnel, ha a készítésénél alapul vett konjunktív normálforma kielégíthető. Legyen a három szín zöld, kék és piros. 

Először tegyük fel, hogy a gráf színezhető, akkor belátjuk, hogy az alapul vett konjunktív normálforma kielégíthető, vagyis van olyan kiértékelés, amelyben minden klózának legalább egy literálja igaz. Nézzük most a feltevésünk szerint színezhető gráf egy színezését. Legyen például az u pont (a „legalsó” pont) színe zöld! (A három szín szerepe kezdetben azonos, később már nem!) Akkor a vele összekötött, legfölső pont eltérő, piros vagy kék színű. Ebben a pillanatban e két szín szerepe még azonos; legyen például a legfölső pont kék színű. Ezután már a színek kiosztása nem mehet tetszőlegesen, mert két szín már jelentést kapott. A harmadik színnek, tehát az alsó és fölső pont színétől is különböző színnek – most a piros ez – kitüntetett szerepe lesz a bizonyítás során. Az alsó ponttal összekötött, és literálokkal címkézett pontok piros és kék színűek, mégpedig az egymás negáltjai ellentétes színűek. Az eddigiek: 
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A fenti rajzon a literálok pirosra és kékre színezése véletlenszerűen történt. A következő meggondolás azonban megmutatja, hogy minden klózba legalább egy piros literálnak kell esnie, ha – amint azt feltettük – a gráf három színnel színezhető. A döntő felismerés az, hogy minden klóz olyan részgráfban fordul elő, amely izomorf az előző lemmában szereplő gráffal. Az alábbi rajz az egyik klózhoz tartozó ilyen részgráfot vastagítva kiemelve ábrázolja. 
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Mivel a teljes gráf három színnel van színezve, azért ez a részgráfja is. A lemma szerint ez csak akkor lehetséges, ha a kiemelt részgráf külső pontjai nem mind azonos színűek. De a külső pontok között van egy kék színű, ezért kell pirosnak is lenni
. Ez a piros pont pedig éppen a részgráfban szereplő klóz egyik literálja. Ezt minden klózról elmondhatjuk, ezért minden klózban szerepel piros literál. Tehát a piros literáloknak „igaz” értéket adva, olyan kiértékeléshez jutunk, amely azt a konjunktív normálformát, amelyből a gráfot készítettük, kielégíti. 

Másodszor: a konjunktív normálformát igazzá tevő kiértékelésből kiindulva három színnel kiszínezhetjük a gráfot a következő módon. A kiértékelésben igaz literáloknak megfelelő címkézett pontokat színezzük pirosra, a többi címkézettet és a fölső pontot kékre. Az u-val jelölt („legalsó”) pontot zöldre. Ezután már csak az ötszögek pontjainak színezése maradt hátra, de mivel a formula kielégíthetőségéből következőleg minden ötszög külső pontjai között van piros, de van kék is: ha más nem, a „legfölső”, azért a lemma szerint a színezés kiterjeszthető az ötszögekre is.
6.3.10. Független ponthalmaz NP-teljes

Független ponthalmaz feladat definíciója:

Input: Adott egy G gráf és egy k természetes szám
Output: Van-e G-ben k független pont?
Tétel: A független ponthalmaz feladat NP-teljes
. 

Bizonyítás: Visszavezetjük rá a 3–színnel színezhetőség problémáját. Tehát van egy G gráfunk, amelyről el szeretnénk dönteni, hogy 3 színnel színezhető-e, és ennek eldöntésére egy független ponthalmaz feladatot készítünk úgy, hogy ha arra „igen” a válasz, akkor a G gráf 3-színnel színezhetőségére is „igen” a válasz, és ugyanígy a „nem” válasz is mindkét feladatnál egyszerre következik be. 

A G gráfból készítünk egy olyan G’ gráfot, amelynek egyik független ponthalmaz feladata ad majd választ a G három színnel színezhetőségére. Legyen a G gráf pontjainak száma n, és számozzuk meg a pontjait. Legyen például G:
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Most tehát n=19. A G’ elkészítéséhez először is készítsük el 3 példányban a G-t. A három példányra a továbbiakban röviden „alsó”, „felső” és „középső” néven fogunk hivatkozni. Így egy 3·n csúcsú gráfot kapunk (de ez még nem a végleges G’ gráf). Ezután már újabb csúcs nem – csak él – kerül a gráfba, tehát a G’-nek is 3·n csúcsa lesz: 
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Ezután kössük össze a három G példány azonos sorszámú pontjait! (Ezek a rajzon egymás „fölött” helyezkednek el. Az őket összekötő ún. „függőleges” élek meg vannak vastagítva.) A kialakult gráf lesz a G’ gráf. 
(Az alábbi rajzon nincsenek összekötve minden esetben az egymás fölött elhelyezkedő ponthármasok pontjai, hogy a rajz áttekinthető maradjon. De a G’ gráfban minden ilyen ponthármas pontjait össze kell kötni! Viszont – az eddig is létezett éleken túl – másokat már nem: a különböző „síkokba” vagyis G–példányokba eső pontok között csak „függőleges” élek húzódnak, a nem egymás alá eső különböző síkban levők, soha sincsenek összekötve. Röviden kifejezve: „ferde” élek nincsenek, csak „vízszintesek” vagy „függőleges”ek.)
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Most már megadható az a független ponthalmaz feladat, amelyre a G gráf 3–színnel színezhetőségét visszavezettük, ez pedig: „Van-e n db
 független pont a G’ gráfban?”. Belátjuk, hogy erre ugyanaz a válasz, mint a „Színezhető-e 3 színnel a G gráf?”. 

Bizonyítás egyik irányban: Tegyük fel, hogy az utóbbi kérdésre „igen” a válasz. Például így színezhető a G gráf:
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Bár a meggondolás lényegét nem érinti, mégis hasznos átrendezni a G gráf pontjait, hogy a lényeg jobban látható legyen. Ha az azonos színű pontokat egymás közelébe csoportosítjuk, akkor szembeötlik az, amit eddig is tudtunk: az azonos színű pontok között, a G gráfban nem fut él! (A rajzon a sárga körökön belül nem húzódik él. Pontosabban: nincs olyan él amely egy sárga körön belül maradna.)
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Nézzük, mit mutat ez az átrendezés a G’ gráfon!
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Ránézve erre a rajzra akár több n pontból álló független halmazt is könnyen kijelölhe​tünk. Világos például hogy az alsó síkról a zöld, a középsőről a piros és a fölső síkról a kék pontokat választva annyi pontot választunk, ahány pontja a G gráfnak van, tehát n-et. Ezek közül semelyik két pont sincs összekötve: az egy síkra esők egy körön be​lül vannak, a különböző síkba esők pedig nincsenek egymás alatt. A következő rajz, a türkizkék körökön belüli pontokkal egy n elemű független ponthalmazt ábrázol. 
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Bizonyítás másik irányban: tegyük fel, hogy a „Van-e n db független pont a G’ gráfban?” kérdésre „i​gen” a válasz. Akkor a következő meggondolás mutatja, hogy a G gráf 3 színnel színez​he​tő. 
A meggondolás úgy fog menni, hogy A G’ gráf n elemű független ponthalmazából kiindulva, G-t 3 színnel kiszí​nez​zük. 
A G’ gráf  3·n pontja hármas csoportokban egymás „alatt–fölött” helyezkednek el: a G gráf három példányának („alsó”, „középső” és „felső”) azonos pontjait helyez​tük el így. 
∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 
n darab ponthármas
Minden ilyen 3-asban, mindegyik pont, össze van kötve a másik kettővel, a G’ kép​zési szabálya szerint, de ezekből alább csak egy vonal látszik (mert fedik egymást) 
│ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │ │

n darab ponthármas, pontjai összekötve
Az összeköttetéseik miatt, minden ilyen ponthármas a feltételezett független ponthal​maz​nak legföljebb egy pontját tartalmazhatja. Mivel azonban n db ilyen hármas van, és ugyancsak n db független pont, azért minden ilyen ponthármasba a független pont​halmaznak pontosan egy eleme esik. 
‍‍◦ o °  ° o  ◦ o  o °  ◦ ° o  o ◦ ° ◦ ◦ o ° 
n darab független pont, egyik sincs a másik alatt!
A G’ halmazban ezek között a pontok között egyáltalán nincs él, ezért nem sértenénk a színezési szabályokat bármilyen színezésükkel. (Azzal most nem törődünk, hogy azután lehetne-e folytatni a színezést a G’ gráfban, mert nem lesz szükségünk arra. A lényeg az, hogy bárhogyan is színezzük a független ponthalmaz pontjait, ettől még nem lesz két azonos színű pont összekötve.) Színezzük például az alsó pontokat zöldre, a középsőket pirosra, a fölsőket kékre.

◦ o °  ° o  ◦ o  o °  ◦ ° o  o ◦ ° ◦ ◦ o ° 
n darab független pont, egyik sincs a másik alatt!
Az azonos színű pontok, például a kékek, a G gráf egyazon példányában vannak (történetesen a „fölső”-ben). Ezért abból, hogy a G’ gráfban nem húzódik közöttük él, az következik, hogy az G gráfban sem húzódhat azok között a pontok között él, amelyekből a kék pontok származtak. Tehát a G gráfot helyesen színezhetjük, ha a G’ gráfnak ezt a (nem teljes, részleges) színezését átvisszük az eredeti G gráfra így: a G minden pontját arra a színre színezzük, amely a G’ gráfban neki megfelelő három pont közül, az egyetlen kiszínezett színe. 
Teljesen egyértelmű a színezés! (A fenti rajzon egyszerűen: a színes pontokat levetítjük a legalsó szintre.) 
↓ ◦ o °  ° o  ◦ o  o °  ◦ ° o  o ◦ ° ◦ ◦ o ° ↓
   ° ° °  ° °  ° °  ° °  °  ° ° ° ° ° ° ° ° °
Ezzel a G gráf három színnel színezését állítottuk elő. 
Megjegyzés:
Fontos világosan felfogni a következőket, az előző „három színnel színezhetőség”-et „független k elemű ponthalmaz feladat”-ra visszavezetésről:

 „A” független k elemű ponthalmaz feladat, egy bizonyos k-ra, a gráf n pontszámának függvényében ﴾(﴿ részhalmaz vizsgálatával polinom időben megoldható lenne. A visszavezetés egy n pontszámú gráf 3 színnel való színezhetőségét egy másik 3∙n pontú gráfban n független pont keresésének problémájára vezette vissza. Vagyis nem egy bizonyos k-hoz tartozó független ponthalmaz feladatra vezet vissza, hanem n növekvésével más-más k-ra.
6.3.11. Lefogó ponthalmaz

Lefogó ponthalmaz feladat definíciója:

Input: Adott egy G gráf és egy k természetes szám.

Output: Van-e G-ben k pont, amely lefogja a gráf összes élét?
Tétel: A lefogó ponthalmaz feladat NP-teljes. 

Bizonyítás: A lefogó pontok komplementerei a független pontok, és a független pontok komplementerei a lefogó pontok. Ha az egyikre megvan a megoldás, akkor a másikra is.
6.3.12. Részlet-összeg probléma

Részletösszeg probléma definíciója:  

Input: adottak a b, a1, a2, a3, … an–1, an ( ℕ természetes számok. 

Output: Van-e az a1, a2, a3, … an–1, an számsorozatnak olyan részsorozata, melyben az elemeinek az összege b? Vagyis van-e k(ℕ és ai1, ai2,  ai3, … , aik–1, aik  úgy, hogy ai1+ai2+ai3+ … aik–1+aik=b?
Tétel: A részlet-összeg probléma NP–teljes.
Bizonyítás: A partíciós feladatot – vagy ahogyan másképpen neveztük – a diszjunkt fedési problémát vezetjük rá vissza. Ehhez olyan eljárást kell adni, amellyel bár​mely megadott partíciós feladatból olyan részlet​összeg problémát készíthetünk, amely​nek ugyanaz a megoldása („igen” vagy „nem”) mint az adott partíciós feladatnak. 

A partíciós feladatra az „igen” válasz egy bizonyos diszjunkt fedő halmazrendszer létét jelenti, a részletösszeg problémánál ugyanez a válasz egy előírt összegű számhalmaz létezését. A következőkben ismertetendő eljárás olyan diszjunkt fedési problémából → részletösszeg probléma párost eredményez,  amelyben a probléma–páros valamelyikének megismerve egy megoldását jelentő diszjunkt fedő halmazrendszerét vagy előírt összegű számhalmazát, a másik probléma megoldása ebből előállítható. Tehát vagy mindkét problémára „igen” válasz adható, vagy mindkettőre „nem”.  

Legyen például az adott partíciós feladat X alaphalmaza 6 elemű: 

X:≝{(, (, (, (, (, (} és ennek a diszjunkt fedésre használható, megadott részhalmazai: A1:≝{(}, A2:≝{(, (, (}, A3:≝{(, (},  A4:≝{(, (, (}, A5:≝{(, (}, A6:≝{(, (},  A7:≝{(}. A megadott részhalmazok száma n. Most n=7. 

A partíciós feladat: ezek között a részhalmazok között olyan halmazokat keresni, amelyek elemei között minden 0–5 szám előfordul, és mindegyik csak egyszer. Ennek a halmazrendszernek a keresése tulajdonképpen a partíciós feladat. 
Áttekintéséhez és a megoldás könnyebbé tételéhez, illetve a részlet-összeg problémával való kapcsolatának feltárásához a halmazokat úgy írjuk fel, hogy a halmazokban előforduló azonos elemek egymás alá kerüljenek:
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Ebben az elrendezésben, a feladat megoldásához, néhány olyan sort kell keresni a vonal ____ fölött, amelyekben előforduló pöttyök ● közül minden oszlopba pont egy jut. Most például a pirossal jelzett sorok ilyenek: 
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A kitűzött partíciós feladatra a válasz tehát „igen” és A1UA5UA4=X. 
Ezt a feladatot táblázat formájában, pöttyök ● helyett 1-esekkel és az üres helyeket 0-ákkal kitöltve is megadhatjuk.
	A1
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	A2
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	A3
	0
	0
	1
	0
	0
	1

	A4
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	A5
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	A6
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	A7
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	X
	1
	1
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	1
	1
	1


Ebben az elrendezésben a sorokat 2-es számrendszerben felírt számoknak is tekinthetjük. Ilyenkor az X halmaz diszjunkt fedésének – ha van ilyen – létezését igazoló fedő halmazokkal jelölt sorokban szereplő számok összege mindig a 111111 számot adja ki, hiszen ezek sorából minden oszlopba pontosan egy db 1-es számjegy kerül:

	
	25
	24
	2³
	2²
	2¹
	2°
	10–es  számrendszerben

	A1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	A2
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	7

	A3
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	9

	A4
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	42

	A5
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	20

	A6
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	36

	A7
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	4

	X
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	63


Ezek szerint ennek az A1UA5UA4=X diszjunkt fedésből “Kiválasztható-e a 1, 7, 9, 42, 20, 36 és 4 számok közül néhány úgy, hogy az összegük 63 legyen?” részlet-összeg probléma egy megoldását kapjuk. Valóban, az 1. 4. és 5. sorokban szereplő számok összege: 1+42+20=63. 
A bemutatott eljárással mindig olyan részlet-összeg problémát kaphatunk egy partíciós feladatból, amelynek van megoldása (“igen”), ha a partíciós feladatnak is van (“igen”). Sajnos ez megfordítva nem áll. Ezért ezt az eljárást, nem nevezhetjük visszavezetésnek. 
Ahhoz az is kellene, hogy a létrehozott részlet-összeg feladatnak mindig csak akkor legyen “igen” a megoldása, ha az eredeti partíciós feladatnak is “igen”, vagyis létezik lefedő halmazrendszer. Ebben a példában viszont: 7+20+36=63 és ennek az összetételnek nem felel meg diszjunkt fedést okozó halmazrendszer! Ezeknek a számoknak nem diszjunkt halmazok felelnek meg és még csak az úniójuk sem az X halmaz! Lássuk miért? A 7, 20 és 36 számoknak megfelelő halmazok kéken: 
	
	25
	24
	2³
	2²
	2¹
	2°
	10–es  számrendszerben

	A1
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	A2
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	7

	A3
	0
	0
	1
	0
	0
	1
	9

	A4
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	42

	A5
	0
	1
	0
	1
	0
	0
	20

	A6
	1
	0
	0
	1
	0
	0
	36

	A7
	0
	0
	0
	1
	0
	0
	4

	X
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	63


A három kék szám összege  
000111
7


010100
20

+100100
+36

111111
63
úgy adja ki az összeget, hogy az egyik megjelölt oszlopban 3 egyes is van, a másikban meg egy sem. Ez azért fordulhat elő, mert egy oszlop számjegyeinek összegzésekor az összeg túllépi a számrendszer alapszámát, ami most 2. Ilyenkor átvitel történik a következő oszlopba: 1+1+1=11. De ez az összeg 10-es számrendszerben csak 1+1+1=3 lenne mindenféle átvitel nélkül!

 Ha sehol sem fordul elő átvitel, akkor az összegben szereplő minden 1-es számjegy csakis a fölötte levő oszlop összegzéséből származhat, ami azt jelenti, hogy minden oszlop pontosan egy db 1-es számje​gyet tartalmaz. Átvitel pedig – ezekben a speciális részletösszeg problémákban – csak akkor fordul elő, ha valamelyik oszlopban a választott számrendszer alapszámát elérő számú, vagy még annál is több 1-es számjegy van.  
Ezeknek a részletösszeg problémáknak az adja a specialitását, hogy a problémában szereplő számok valamilyen számrendszerben kifejezve kizárólag 0 vagy 1-es számjegyekből állnak. Ez természetesen nem mindig van így. Általában akár két számjegy összege is nagyobb lehetne a számrendszer alapszámánál. De most nincs így a részletösszeg probléma elkészítésének módja miatt! 
Folytatva a probléma elemzését, nyilvánvaló, hogy ha ezeket a számokat nem kettes, hanem 10-es számrendszerbeli számokként fogjuk fel, akkor már nem lép fel átvitel és a  “Kiválasztható-e a 1, 111, 1001, 101010, 10100, 100100 és 100 számok közül néhány úgy, hogy az összegük 111111 legyen?” részletösszeg probléma megoldásából a diszjunkt fedési probléma fedő halmazrendszere egyszerűen előállítható. Ezen az elven mindig visszavezethetjük a diszjunkt fedési – vagy ahogyan másképpen neveztük – a partíciós feladatot a részletösszeg problémára. 
De vigyázni kell a részletekre! A 10-es számrendszerbeli számként értelmezés azért segített, mert az elemzett részletösszeg problémában az egy oszlopban előforduló 1-esek száma maximálisan 4 volt (ábra).
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	1

	A2
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	1
	1
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	A3
	0
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	0
	1

	A4
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	A5
	0
	1
	0
	1
	0
	0

	A6
	1
	0
	0
	1
	0
	0

	A7
	0
	0
	0
	1
	0
	0

	csak 4  db 1–es 
	↑
	 jegy


Ezért nem léphetett fel átvitel 10-es számrendszerbeli összeadáskor, még akkor sem ha történetesen mind a 7 számot beválasztottuk volna a 111111 összeget kiadó számok közé. Sőt már 5-ös, vagy annál nagyobb számrendszerben sem. De ez a megfigyelés arra is rávilágít, hogy a 10-es számrendszerben való felírás sem mindig megfelelő, csak akkor, ha egyetlen oszopban sincs 9-nél több 1-es számjegy. Az előbbi feltétel az eredeti partíciós feladat
 jelöléseivel kifejezve és átfogalmazva: ha az X halmaz egyik eleme sem eleme 9-nél több részhalmaznak az A1, A2, A3, … An–1, An–ek közül. 
Ez természetesen nem mindig teljesül, de szerencsére nem is kötelező pont 10-es számrendszerben felírt számként értelmezni a táblázatban szereplő számokat. Ennél nagyobb számrendszert is választhatunk, csak az a lényeg, hogy elég nagy legyen ahhoz, hogy átvitel ne fordulhasson elő. Ahhoz, hogy ezt biztosan elérjük, a számrendszer alapszáma n+1-nek választandó, mert így akár egyik oszlop összes sorában lehet 1-es, akkor is csak n lesz az összegük, ami kisebb n+1-nél, és így nem lesz átvitel.
Ezzel lényegében be is fejeztük a bizonyítást. 
6.3.13. Ugyanez a bizonyítása formalizálva
Alább ennek a bizonyításnak egy formalizált változata következik. Ennek a gondolata teljesen egyezik az előző bizonyításéval. Nem is új gondolat bemutatása a célja, hanem az, hogy a megismert gondolat formalizálásának példáján bemutassa, hogy ez hogyan történhet és egyszersmind szemléltesse egy probléma(halmaz) másik problém(halmaz)-ra való visszavezetésének – legalább elvben – eljárását.

33. Megfogalmazzuk a problémát (jelen esetben: partíciós probléma), amely most egyedi problémák halmaza. A probléma leírásában szerepelnek az egyedi probléma kijelöléséhez szükséges adatok. Ez alább a narancssárga keretben látható.
34. Leírjuk azt a probléma halmazt teljes általánosságban, amelyre az 1. problémáját vissza szeretnénk vezetni. Ebben a leírásban is szerepelnek azok a meg nem határozott értékű adatok, amelyek megadásával ennek a halmaznak az egyedi problémái kijelölhetők. Ez alább a zöld keretben látható. Vigyázni kell arra, hogy ezeknek az adatoknak a jelölésrendszere teljesen független legyen az 1. pontban bevezetett jelölésektől, mert egyelőre semmi kapcsolat nincs az 1. és 2. pontban leírt problémák között. 
Jelen esetben például olyan partíciós problémát, amelyben néhány fedésre alkalmazható halmaz közül válogathatunk, történetesen olyan részlet-összeg problémára szándékozunk majd visszavezetni, amelyben ugyanannyi az összegzésre választható számok száma, mint a másik problémában a fedésre alkalmazható halmazok száma. Egyelőre azonban mégsem vezethetünk be azonos jelölést a számukra az általános problémák leírásakor.

35. Megadunk egy eljárást, amely az 1. pontban leírt probléma halmaz bármely egyedi problémájára alkalmazható és a második probléma halmaz valamely egyedi problémáját eredményezi. Technikailag most ez az eljárás az 1. probléma halmaz valamely egyedi problémáját leíró adatokból, mint inputból, elkészít egy 2. probléma halmaz egyedi problémájának kiválasztásához szükséges adat-együttest. Ezt az eljárást alább narancssárga és lila keretet összekötő nyíl ( jelképezi. A részletes leírása a lila keretben található.
Általában – mint  most is – ennek az eljárásnak az eredményeként nem jön létre a zöld keretben definiált probléma halmaz bármelyik problémája, hanem csak speciális problémák. Ezeket most a lila keret jelképezi.

36. Ha az első és a második probléma halmaz is eldöntendő probléma, akkor végül meg kell mutatni, hogy a 3. pontban leírt eljárással az első probléma halmaz bármely egyedi problémájából létrehozott, második halmazba tartozó egyedi problémának mindig az a megoldása (igen/nem), mint annak a problémának, melyből létrejött.
Idáig a narancssárga és a zöld keretben lévő problémák szerepe nem volt azonos: az előbbiekből vett problémára kellett alkalmazni a 3. pont eljárását. Most már ebben a helyzetben a narancssárga és a lila képzeletbeli problémák szerepe teljesen azonos! Nem elég azt megmutatni, hogy ha a narancssárga problémára igen a válasz, akkor a hozzárendelt lilára is, hanem azt is, hogy ha a lilára igen, akkor a narancssárgára is.

Jöjjön hát ezen a módon előadott bizonyítás:
Ezt a partíciós feladatot vezetjük vissza polinom időben a következő részlet-összeg  problémára: 
[image: image65]
 Az előbbi probléma-halmaz problémájához a következő módon rendeljük az utóbbi probléma halmaz egy problémáját. 

Először néhány jelölés bevezetése következik.
Jelölje r:≝|X| a partíciós probléma X halmazának elemeinek számát és a továbbiakban az X elemeit jelöljük az 0, 1, 2, ... r–2, r–1 számokkal: X={0 1, 2, ... r–2, r–1}! 
Legyenek a χi: X→{0, 1} függvények (i=1, 2, ... n–1, n) 
0 ha x(Ai
χ i(x) :≝ 


 Ai halmazok karakterisztikus függvényei!
1, ha x(Ai
 
Jelölje q:≝n+1-et! 
A narancssárga keretben leírt partíciós feladathoz a lila keretben definiált speciális részlet-összeg problémát rendeljük, azaz erre vezetjük vissza. Az általános részlet-összeg probléma a zöld keretben látható.
Ha a partíciós feladatra „igen” a válasz, akkor van k(n, és léteznek olyan Aj1, Aj2, Aj3, … Ajk–1, Ajk halmazok úgy, hogy ezek uniója X, vagyis X minden eleme ezek közül valamelyik(ek)nek eleme és ezek a halmazok ezen felül még páronként diszjunktak is, vagyis egyetlen elem sem fordulhat elő egynél többükben. Akkor hát ezek közül mindig pontosan egy tartalmazza az X halmaz bármelyik kijelölt x(X elemét – a kijelölt elemtől függően esetleg más-más halmaz –. Más szóval ez azt jelenti, hogy egy x(X-re, az x(Aj1, x(Aj2, x(Aj3, … x(Ajk–1, x(Ajk relációk közül pont egy teljesül. A χ... függvények definíciója szerint ez azt jelenti, hogy a χ j1(x), χ j2(x), χ j3(x), ... , χ jk–1(x), χ jk(x) függvényértékek egy kivételével 0-ák, a kivételes érték pedig 1. Ebből következőleg az összegük: h∑=k1  χ jh(x)=1, bármely x(X-re. 
Most már egyszerűen, egy sorban, megmutatható, hogy a részletösszeg problémának is van megoldása, mégpedig p:≝k, i1:≝j1, i2:≝j2, i3:≝j3, ... ip–1:≝jk–1, ip:≝jk. Az alábbi átalakítások szerint, ugyanis h∑=p1 aih=b. (Némi magyarázat az egyes lépések igazolására, az átalakítások alatti és feletti sorban.)
p=k def. szerint
qi nem függ h-tól, kiemelhető
↓
↓

h∑=p1 aih= h∑=k1 ajh= h∑=k1 ﴾i∑r=–01(χ jh(i)·qi) ﴿
= i∑r=–01﴾ h∑=k1 (χ jh(i)·qi)﴿ = i∑r=–01 ﴾qi· h∑=k1 χ jh(i)﴿=  i∑r=–01 ﴾qi·1﴿ = i∑r=–01qi = b.

↑
↑
↑
↑ 
definíció↑szerint
definíció szerint
h∑=k1 ⇄i∑r=–01
(i(X-re:h∑=k1 χ jh(i)=1 
b= i∑r=–01qi 
ih=jh  aj=i∑r=–01χ j(i)·qi 
Megfordítva, belátjuk, hogy ha a diszjunkt partíciós feladatból képezett részlet-összeg problémára „igen” a válasz, mert mondjuk ai1+ai2+ai3+ … aip–1+aip=b, akkor az eredeti diszjunkt partíciós feladatban is – amelyből ez a részlet-összeg probléma készült –  létezik diszjunkt, X-et fedő halmazrendszer mégpedig: Ai1, Ai2, Ai3, … Aik–1, Aip, és emiatt erre a feladatra is is „igen” a válasz. Nagyon lényeges körülmény, hogy olyan részlet-összeg problémából indulhatunk ki, amely diszjunkt partíciós feladatból készült a visszavezetési eljárással, mert kihasználhatjuk az ilyen részlet-összeg problémák speciális tulajdonságait. (Egyébként is teljesen értelmetlen lenne „tetszőleges” részlet-összeg problémából kiindulni, amelynek semmi kapcsolata diszjunkt partíciós feladatokkal. Akkor mit lehetne bizonyítani?) 
Feltételeztük, hogy ai1+ai2+ai3+ … aip–1+aip=b, és tudjuk, hogy az ai-k a diszjunkt partíciós feladatból származnak így: ai= j∑r=–01 χ i(j)·qj  
(i=1, 2, ... m–1, m(=n)). Ezeket felhasználva a b így alakítható át:

b= h∑=p1 aih= h∑=p1 ﴾j∑r=–01(χ ih(j)·qj) ﴿= j∑r=–01﴾ h∑=p1 (χ ih(j)·qj)﴿= j∑r=–01 ﴾qj· h∑=p1 χ ih(j)﴿ 
Az utolsó képlet formailag úgy néz ki mint a b szám q-as alapú számrendszerben való felírása, ami: b= j∑r=–01 ﴾qj·(a qj helyi értéken álló számjegy)﴿ . Mivel a b természetes szám (is) csak egyféleképpen írható fel a q-as számrendszerben, ebből első pillantásra úgy látszik, az eltérés csak formai, a számjegyek helyén azonos mennyiségek állnak:

b = j∑r=–O1 ﴾qj·
 h∑=p1 χ ih(j)
)
b = j∑r=–O1 ﴾qj· (a b szám q-as rendszerbeli felírásában a qj helyi értéken álló számjegy)﴿ . 
Vagyis 
h∑=p1 χ ih(j)
= (a b szám q-as rendszerbeli felírásában a qj helyi értéken álló számjegy)
minden j=0, 1, 2, ... , r–2, r–1-re. Noha ez valóban így van, (ahogy hamarosan kiderül) azért nem felesleges meggondolni, miért is? A kétségeket az támasztja, hogy önmagában a formai hasonlóságból még nem következik, hogy a két felírásban a „számjegyek” helyén azonos értékeknek kellene állni. Például 1983 két felbontása: 
1983 = 10³·1+10²·9+10¹· 8+10°· 3,
DE


 ‖
 ∦
 ∦
 ∥
1983 = 10³·1+10²·8+10¹·18+100·3

Két helyen is eltérnek a „számjegyek”! De éppen az a baj, hogy csak „számjegyek” és nem igazi számjegyek: a második felbontásban a 10-esek helyén a 18-as „számjegy” áll. Valójában ez nem is nevezhető számjegynek, mert azok a 10-es számrendszerben 0-tól 9-ig terjedhetnek; általában pedig q-as számrendszerben 0-tól q–1-ig terjedő egész számok lehetnek. Az ilyen megkötéseknek eleget tevő számjegyekkel való egyértelmű felírásról szól a számelmélet egyik jól ismert tétele. Ennek a tételnek az alkalmazhatóságához most az kell(ene), hogy a h∑=p1 χ ih(j) eleget tegyen ennek a feltételnek. És valóban: a p db. χ i1(j), χ i2(j), χi3(j), ... , χ ip–1(j), χip(j) számok mindegyike, halmaz karakterisztikus függvényének értéke lévén csak 0 vagy 1 lehet. Ezért összegük mindenesetre egész szám és semmi esetre sem haladhatja meg a darabszámukat, a p számot. Ez a darabszám éppen a b számot eredményező részletösszegben előforduló a…-k száma, ami semmi esetre sem lehet nagyobb a részletösszeg feladatban előforduló összes a…-k számánál: m-nél, vagy m=n miatt, n-nél. 
Végül, mivel q-t már jó előre gondosan n-nél nagyobbnak választottuk
 (emlékeztető: q=n+1 definíció szerint) azért:  0 ≤ h∑=p1 χ ih(j) ≤ p ≤ m = n < n+1=q. Tehát 0 ≤ h∑=p1 χ ih(j) < q miatt a h∑=p1 χ ih(j) mennyiség felfogható a q-as számrendszernek egy számjegyeként. Ezzel igazolódott, hogy a b számra talált b=j∑r=–01 ﴾qj· h∑=p1 χ ih(j)﴿  előállításban a h∑=p1 χ ih(j)-k éppen a b szám q alapú számrendszerben való felírásának számjegyei. Ezek a számjegyek azonban a b-nek a definíciójából jól ismertek: b=j∑r=–01qj = j∑r=–01 ﴾qj·1﴿ tehát mindegyik számjegy 1-es. Ezért az összes j=0, 1, ... r–2, r–1-re, vagy másként (j(X-re:  h∑=p1 χ ih(j) =1. Mivel a χ ih(j)-k 0-ák vagy 1-ek, azért ez csak úgy lehetséges, hogy (j(X-re a   

h∑=p1 χ ih(j) összegben pont egy tag 1, az összes többi – ha van egyáltalán – 0. Egy χ ih(j) tag a χ ih függvény definíciója szerint (amely szerint a Aih halmaz karakterisztikus függvénye) akkor és csak akkor 1, ha j(Aih. Eszerint (j(X-re elmondható, hogy a j( Ai1, j(Ai2, j(Ai3, … , j(Aip–1, j(Aip, relációk közül pontosan egy teljesül. Vagyis az X halmaz mindegyik eleme, a Ai1, Ai2, Ai3, … , Aip–1, Aip, halmazok közül pontosan egynek eleme, tehát abban a partíciós problémában amelyből a részletösszeg feladat származott van diszjunkt fedőrendszere az X halmaznak (például ezek a felsorolt halmazok), a probléma megoldása tehát „igen”.  Ezzel a bizonyítás teljes.

A szemléletes formában előadott (első) bizonyítás megértése után nagyon lehangoló lehet annak felismerése, hogy egy egyszerű gondolat pontos kifejtése is mennyire bonyolult. Megfordítva: bíztató, hogy első pillantásra igen bonyolultnak látszó leírások, néha milyen egyszerűen elmondható és felfogható állításokat rejtenek. 
7.  Turing-gépek
7.1. Bevezetés
A Turing-gép – nevével ellentétben – nem hagyományos értelemben vett gép, hanem absztrakt matematikai konstrukció akárcsak a csoport, test, sík, egyenes, prímszám, stb. A való világban nem is létezik Turing-gép, akárcsak (algebrai) csoport vagy egyenes sem. De sok más matematikai fogalomhoz hasonlóan, a Turing-gép is felfogható a való világból elvonatkoztatott modellként. Mégpedig a programozható számítógépek modelljeként. 
Ezek a számítógépek pontosan leírható gépies eljárásokat – algoritmusokat – hajtanak végre. A Turing-gépeket éppen azért „alkotta meg” (vagyis definiálta matematikai eszközökkel) 1936-ban, „feltalálójuk” Turing
, hogy segítségükkel az algoritmus addig használt, intuitív fogalmának precíz jelentést adjon. Ez elengedhetetlen az algoritmusok matematikai vizsgálatához. Érdeme annál nagyobb, mert akkoriban még nem léteztek számítógépek, és éppen az ő elgondolásai adtak lökést a megvalósításukhoz vezető fejlesztéseknek. A „gépét” úgy próbálta megtervezni, hogy minden elgondolható, elképzelhető gépies eljárás elvégzésére képes legyen
, hogy aztán elmondhassa: az algoritmus az, amit az ő gépe képes végrehajtani és semmi egyéb
! Emellett – ebből a célból semmit sem engedve – a gép felépítése minél egyszerűbb legyen. Ezért áldozatokat hozott. Egyáltalán nem törődött a gépével elvégezhető eljárások végrehajtásának sebességével, a gép egyszerű „programozásával”, de még a világ végességéből adódó korlátokkal sem. Ezért a „Turing-gép” az lett és mindig az is marad ami: absztrakt konstrukció.  A „működését”, manapság a számítógépek korában, legegyszerűbb a számítógépekkel való hasonlóságuk alapján leírni.  

7.2. A Turing-gép „felépítése”
A megértésükhöz hasznos lehet megnézni, hogy miként lehet ezeket létező gépként elképzelni. A később leírt pontos definíciójukhoz erre nem lesz szükség, és nem is lesz benne erről szó, de abból nem is lehetne könnyen megérteni, hogy mi is valójában a Turing-gép.
Akárcsak a számítógép, Turing-gép is sokféle van. Először a mindannyiukra jellemző leírásuk következik. 
Ezeknek a gépeknek a működése elemi lépések, vagy más szóval ütemek, végrehajtásának sorából áll. A lépés elemisége azt jelenti, hogy nincs jelentősége annak (és ezért nincs is definiálva), mi történik egy elemi lépés végrehajtása közben, csakis az, hogy a lépés előtti helyzet hogyan határozza meg a gép lépés végrehajtása után előálló új helyzetét. A működés leírása előtt meg kell ismerkednünk a Turing-gép „felépítésével”.

7.2.1. A „központi vezérlő egység”
A Turing-gépeknek – akárcsak a létező számítógépeknek – véges belső memóriájú „központi vezérlő egysége” van. A felépítéséről semmi közelebbit nem mond a definíció, de erre nincs is szükség. Úgy gondolhatjuk el, hogy ez két részből áll. Egyik része a gép „programját” tartalmazza, a másik a számítógépek változó adatokat tároló belső memóriájához hasonló szerepet tölt be.
Az első rész tartalma, a gép működése közben nem változik és mindvégig azokat a táblázatokat tartalmazza, amelyekben a működés közben előállható (sőt akár be sem következhető) összes helyzetre, kódoltan elő van írva a gép működésének következő elemi lépése. A memóriának ez a része a működés folyamán mindvégig változatlan marad. 

A memória másik részének tartalma a futás során, minden lépés végrehajtása után megváltozhat. De csak véges sok különböző tartalma lehet, akárcsak a számítógépek belső memóriájának
. A Turing-gépek  memóriájának ez a része nincs további részekre (például bitek vagy byteok) osztva. Ezt a részt a gép egységes egészként használja, ennek a résznek a pillanatnyi tartalmát a gép állapotának fogjuk nevezni. 
A gép működése során tehát mindig egy véges halmaz – a továbbiakban az állapotok halmaza – valamelyik elemét jelentő, ún. állapotban van. Ez a halmaz gépenként más-más lehet, és egy Turing-gép leírásához meg kell adni. (A létező számítógépek memóriája is csak véges sok állapotban lehet. Ezeknél viszont nem szokás felsorolni a memória állapotait, csak a memória méretét szokás feltüntetni. Például egy n bites gép memóriájának 2ⁿ féle különböző állapota lehet.) 
Egy szóban forgó Turing-gép lehetséges állapotainak halmazát ezután Γ jelöli. Ez a halmaz gépenként más–más lehet, de mindig véges és legalább 2 kitüntetett eleme van, amelyeket így jelölünk: START(Γ és STOP(Γ. Ha egyszerre több gépről van szó, akkor indexeléssel fogjuk megkülönböztetni az állapothalmazaikat, például Γ1, Γ2 stb.  

A gép állapota minden lépés után megváltozhat, de akár változatlanul is maradhat. Hogy mi történjék, azt a gép „programja” határozza meg. A gépnek egy megtett lépés utáni állapotát befolyásolja, de nem határozza meg egyértelműen a lépés előtti állapot. A Turing-gépnek ugyanis külső adattárolója is van és az ezen található adatok (egy része) is befolyásolja a gép lépés végrehajtása utáni állapotát. E két állapothatározóból a „program” szerint egyértelműen kideríthető a lépés utáni állapot
.
7.2.2. Külső adattárolók

Az külső adattárolók is nagyon egyszerű felépítésűek, de a létező számítógépekétől eltérő, sőt a gyakorlatban teljességgel megvalósíthatatlan tulajdonságuk is van: korlátlan mennyiségű adatot képesek tárolni! Ez pontosabban annyit jelent, hogy bár a gép működése közben mindig csak véges sok adat van rajtuk, – ami annak következménye, hogy a gép az indításától számított véges idő alatt, csak véges mennyiséget képes kiírni, s kezdetben sem lehet rajtuk ∞ sok adat – de soha sem fordulhat elő, hogy újabb adat, hely hiányában ne férne még rá. 
A Turing-gépek külső adattárolói ( négyzetekre osztott, mindkét irányban végtelen szalagok. Ilyen szalagjuk legalább egy van, és véges sok lehet. Minden szalagon, minden (-tel két ( szomszédos: a bal- és jobb szomszédja. Minden szalagon van egy kitüntetett ( négyzet, ez a szalag ún. kezdő-pozíciója.
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Minden ( négyzet egy véges jel-halmaz, a gép ún. abc-je egyetlen jelének tárolására képes egyidőben. Ez a jel halmaz gépenként különböző lehet. 
Minden szalaghoz egy – a gép által mozgatható – író-olvasó fej tartozik. Ezek mindig a saját szalagjuk valamelyik (   négyzeténél állnak. 
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A szalagon tárolt jelek a gép író-olvasó fejével olvashatók és átírhatók. Akkor a felülírt ( négyzet előző tartalma elvész, az új tartalom viszont később visszaolvasható, de csak akkor, ha az író-olvasó fej a felírt jelet tartalmazó ( négyzetnél áll. Az olvasás és írás mindig csak annál a ( négyzeténél történhet, amelynél az író-olvasó fej elhelyezkedik! Az író-olvasó fejek mozgathatók, de a gép működése során minden elemi lépés hatására, csak a szomszédos szalag pozíciók …(←(→(… valamelyikére mozdíthatja az író-olvasó fejet. Ennek fontos következménye, hogy a gép író–olvasó fejei a gép indításától a működésének minden pillanatáig csak véges sok lépést hajthattak végre és ezért csak véges sok jelet írhattak át a szalagokon. 

Egy Turing-gép abc-jét ezután Σ jelöli. Ez a halmaz gépenként más–más lehet, de mindig véges és van 1 kitüntetett eleme, az „üres jel” amelyet így jelölünk: *(Σ. Ezen a jelen kívül még legalább egy jelnek kell lennie az abc-ben. Mi az egyszerűség kedvéért a továbbiakban mindig feltesszük, hogy az abc tartalmazza a 0, 1 és & jeleket is. Σ={*, 0, 1, … , &}. Ha egy időben több Turing-gépről esik szó, akkor indexeléssel fogjuk megkülönböztetni az abc-iket, például Σ1, Σ2 stb. 
7.3. A Turing-gép működése

7.3.1. Egy elemi lépés

Tudjuk már, hogy a gép működése elemi lépések sorából áll. Egy elemi lépés – más elnevezéssel: ütem – folyamán a következők történnek: 

37. Az író–olvasó fejek alatt levő jelek beolvasódnak.
38. A gép „programja” szerint, a gép állapotától (=a memória tartalmától) és a beolvasott jelektől függően, pontosan meghatározza az elvégzendő tevékenységeket (a.–d. pontok), és ezeket a gép a következő sorrendben hajtja végre: 

a) ha a gép a STOP állapotban van, akkor nem csinál semmit, hanem befejezi működését, egyébként:

b) az író-olvasó fejek a kapott utasítás szerint felülírják az alattuk levő jeleket (meglehet, azonos jellel; akkor nincs változás ezen a szalag-pozíción)

c) az író-olvasó fejek egy (jobb- vagy bal) szomszédos ( fölé helyeződnek át, vagy helyben maradnak, a „program” utasításának megfelelően

d) a gép az előírt állapotba megy át (ez az állapot egyezhet az előzővel, ebben az estben nincs változás)

Eszerint egy elemi lépés előtti helyzet egyértelműen meghatározza a lépés utáni helyzetet. Itt és a továbbiakban érdemes megkülönböztetni a gép – korábban már definiált – állapotát, a gép működése közben előálló helyzetektől. Utóbbiakba beleértendő a gép állapotán kívül a szalagok teljes(!) pillanatnyi tartalma és az író-olvasó fejek – kezdőpozícióhoz viszonyított – helye is. Mivel a szalagok végtelen hosszúak, a gép működése közben előfordulható helyzetek száma nincs korlátozva. (Az állapotok száma viszont véges: |Γ|). Itt érdemes megjegyezni, hogy – bár elvben ∞ sok helyzete lehet a gépnek – mégis elegendő véges sok információ a minden helyzetre kiterjedő működésének, „programjának” leírásához, mert az egy ütemben elvégzendő tennivalók, függetlenek az olvasófejek kezdőpozícióhoz viszonyított helyétől, amiktől viszont függenek (az író-olvasó fejek alatti jelek és a gép pillanatnyi állapota), azok csak véges sok változatban fordulhatnak elő. 

7.3.2. Kezdő helyzet

A Turing-gép indításakor, az első lépés végrehajtása előtti kezdő helyzetben, a gép a START állapotban van, és az író-olvasó fejek a szalagok kezdő-pozíciói ((   felett állnak. Ilyenkor előírás szerint a szalagokon csak a kezdőpozíció és attól jobbra összefüggően (=egymás mellett) véges számú ( tartalma különbözhet a *–tól,  vagy csupán * jelek lehetnek a teljes szalagon
. 
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Ezek alkotják a gép egy futásának inputját vagy más szóval bemenetét. 
Példák helyes és helytelen inputra: 
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Csak az utolsó hibásnak jelzett input kíván némi magyarázatot. Ez az input könnyen felismerhető, egyszerű szabály szerint képződik és a … azt jelzi: csak így tovább … a végestelen végig. Éppen ez a baj: csak véges sok *-tól különböző jelből állhat a bemenet. 

(A képzési szabálya, egyébként ez: egyre hosszabb, először 0, aztán 1, 2, 3, ... hosszúságú 0-ákból álló sorozatokból áll, amelyeket egy-egy db. 1-es választ el egymástól. Ezzel nem is lenne baj, ha ez nem folytatódna minden határon túl. Így viszont a kezdőpozíciótól jobbra ∞ sok *–tól különböző jel van, ami előírás szerint egy legális inputnál nem fordulhat elő.)  

A kezdő helyzetből kiindulva, a gép elemi lépések sorát hajtja végre. Minden lépést az előző lépés végrehajtása után visszamaradó helyzetben. Ha egy lépés után a STOP állapotban kerül a gép, akkor további lépéseket már nem hajt végre. Ilyenkor a szalagokon található jelek adják a futás eredményét. Előfordulhat azonban az is, hogy a Turing-gép valamilyen inputtal (vagy akár az összes lehetséges bemenettel) soha sem jut el a STOP állapotba.  

Így működnek tehát általában a Turing-gépek. A Turing-gépeket általában az algorit​mu​sok, egy egyedi gépet, konkrét algoritmus definiálásának eszközeként szeretnénk használni.

7.4. Turing-gép programja

Nézzük meg most, hogyan írhatunk le e célból teljesen egy bizonyos Turing-gépet (és ezzel együtt egy algoritmust)! Va​gyis mit kell megadni egy Turing-gépről, ahhoz, hogy teljesen egyértelműen követ​hető legyen az, hogy mi történik, ha valamely (vagyis bármelyik) szabályos bemenettel elindítjuk.  Elvégre is ez kell ahhoz, hogy algoritmust definiálhassunk Turing-gép meg​a​dásával. 

Először is el kell árulni, hány szalagja van. Definíciója szerint legalább egynek lennie kell, de csak véges sok lehet. A szalagok számát tehát egy természetes szám, – amit a továbbiakban k–val jelölünk – megadásával elintézhetjük. 
Meg kell adni a szalagok (-eiben előfordul​ha​tó jelek véges Σ halmazát is. A gép „központi vezérlő egységének” szintén csak véges szá​mú különböző állapota lehet, ezek legalább 2 elemű Γ  halmazát is meg kell adni. (Min​dig START(Γ és STOP(Γ és még további állapotok is lehetnek.) 
Végül meg kell adni azt is, hogy mi történjék egy elemi lépésben, mégpedig az összes elképzel​he​tő esetre, vagyis az összes lehetséges elemi lépésre! 
Ezek leírásának módjáról eddig még nem volt szó. Általánosságban az 105. oldalon felsorolt 1. – 2. d. pontok szerint folyik le egy lépés. Bár a gép működése során elvben korlátlan számú helyzetbe kerülhet és kell abban elemi lépést végrehajtania, de ezek bármely gépnél véges sok féle csoportba sorolhatók, úgy hogy az egy cso​port​ba eső elemi lépések megadása egyszerre elintézhető. Lényeges, hogy az eddigi​ek​ből következően, csak véges sok féle  csoport leírására van szükség. A gép „memóriá​ja” ugyanis véges, végtelen sok dolog tárolása elvben is lehetetlen volna. 
Egy elemi lépés de​fi​niálása nem jelent mást, mint annak leírását, hogy a gép állapotából és külső adat​tá​ro​lójának lépés előtti helyzetéből mi lesz  (=hogyan változik meg) a lépés után. Ezt a leí​rást általánosságban már láttuk az 105. oldalon az 1. – 2. d. pontokban. Egy bizo​nyos, konkrét Turing-gép megadásához nem is ezt kell még egyszer leírni, hanem ép​pen azt, ami ebből hiányzik: az ott többször hivatkozott „program”-ot, de azt teljes részletességgel. A Turing-gép „programja” tulajdonképpen nem más, mint a létező ös​szes fajta elemi lépés definíciója. 

Példa:
Néz​zük meg például egy egyszerű gépen, hogy megy ez! Az alábbi Turing-gép 2(=k) sza​lagos,  a szalagjain a {*, &, 0, 1, ▲, (, (, (, ... , (}(=Σ)  jelhalmaz elemei lehetnek és a gép csak a {START,        ,        ,        , STOP}(=Γ) állapotok valame​lyikében lehet. Most éppen a
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helyzetben található. Milyen helyzetben lesz a következő lépés után? Azt már tudjuk, hogy az író-olvasó fejek csak oda írnak ahol éppen állnak, csak azt kellene még tudni, hogy mit. Azt is tudjuk, hogy csak egy (-tel mozdulhatnak el a jelenlegi helyüktől, csak azt nem tudjuk, hogy elmozdulnak-e egyáltalán, s ha igen merre? Mindez attól és csak attól(!) függ, hogy most milyen állapotban van a gép és mi van az olvasófejek alatt. Attól nem, hogy a kezdőpozíciótól számítva hol állnak a fejek! Ezért elegendő egy ilyenforma véges
(!) táblázat ahhoz, hogy minden esetre definiáljuk a gép működését:

(Az első három oszlop sorai a gép lépés előtti állapotát és a két író–olvasó fej alatti jeleket tartalmazzák az összes lehetséges összeállításban. A következő öt oszlop az elemi lépésben elvégzendő tennivalókat.)

A „program”

	ELŐTTE
	MŰKÖDÉS

	Kezdeti
	Olvasott
	Új
	Felírt
	Merre

	állapot
	jelek
	állapot
	jelek
	mozduljon?

	Γ
	Σ

első
	Σ

második
	Γ
	Σ 
első
	Σ második
	{–1, 0, 1} 
első   második
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	(
	(
	START
	▲
	(
	1
	1

	STOP
	*
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Természetesen elvben a táblázat minden sora ki van töltve, de ebben a példában lényegtelen, hogy mivel, ezért egy csomó sor helyén csak …… áll.

Az első három oszlopban kikeresve a gép állapotának és az első és második szalag író–olvasó feje alatt levő jeleknek megfelelő sort, abban a sorban megtalálhatók a Turing-gép elvégzendő tevékenységei.   

Ezeket értelmezve kiderül, hogy az első szalagon (–et kell írni, oda ahol az író–olvasó fej éppen van, a második szalagon pedig balra kell mozdítani egy pozícióval az  író–olvasó fejet. A „központi vezérlő egység” állapota                    lesz. Tehát egy elemi lépés után a gép ebbe a helyzetbe kerül: 
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Mindezeket a meggondolásokat formalizálva, a Turing-gépek matematikai definíciójához jutunk.

A gép „programját” meghatározó táblázat matematikai leírására három függvényt: α-t, β-t és  γ-t  vezetünk be. Ezek egy elemi lépés előtti állapottól és a k db író–olvasó fej alatti jeltől függően adják meg a gép elemi lépés utáni 

· állapotát, (α)

· az író–olvasó fejekkel felírandó jeleket (β) és 

· a fejek elmozdulásának irányát vagy a helybennmaradásukat (γ).  

A gép bemenetének rövid definíciójához további jelöléseket vezetünk be. Ezek: egy tetszőleges H halmaz elemeiből képezhető, összes véges(!) sorozatok halmazát, beleértve az egyetlen elemet sem tartalmazó üres sorozatot is,  a halmaz jelének jobboldala fölé helyezett * jellel jelöljük, így: H*. (A * jel jelentésének ebben a helyzetben, semmi köze sincs az „üres jel” jelentéséhez.) Σ0:≝ Σ\{*}, vagyis Σ0 az abc üres jeltől különböző jeleinek halmaza. Ezekkel a jelölésekkel Σ0* ={Σ0 elemeiből alkotható véges sorozatok}. A 0 hosszúságú (üres) sorozat is a Σ0* eleme és (–vel jelöljük. A Σ0* elemeit a továbbiakban (az Σ abc feletti) szavaknak nevezzük
.  (A 1101001000100001000001000000100000001000000001…… sorozat, például nem szó, mert nem véges.)

7.5. Turing-gép definíciója

A T Turing-gép formális matematikai definíciója szerint nem más, mint egy rendezett 6-os: 

T:≝<k, Σ, Γ, α, β, γ>, amelyben:
1≤k(ℕ  
hány szalagja van a Turing-gépnek?
Σ:
véges halmaz; a szalagokon feltüntethető jelek abc-je. Elemei között van egy kitüntetett szerepű jel is, az üres jel: *(Σ, Σ={*, egyéb jelek}. (Néha – külön említés nélkül – föltesszük, hogy az 1, & és a 0 is a jelek közt van.)

Γ:
véges halmaz; a Turing-gép állapotainak halmaza; van két kitüntetett szerepű állapot, ezek: STOP(Γ, és START(Γ.       
Γ={ START , egyéb állapotok (ha vannak), STOP}.

α: Γ×Σk→Γ
α (állapot amiben a gép van; abc jelek az olvasófejek alatt)= állapot amibe a gép kerül ezután

β: Γ×Σk→Σk
β (állapot amiben a gép van; abc jelek az olvasófejek alatt)=  az olvasófejek alatt talált jelek helyére írt jelek

γ: Γ×Σk→{–1, 0, 1}k
γ (állapot amiben a gép van; abc jelek az olvasófejek alatt)=  az olvasófejek elmozdulásai az új jelek felírása után (←balra: –1, marad: 0,  jobbra→: 1)

A T (pillanatnyi) helyzete (működése közben): a gép állapota, a szalagok tartalma és az író–olvasó fejek helye a szalagok fölött (a szalag kezdőpozíciójához viszonyítva).

Kezdőhelyzet: a T gép START állapotban, az író–olvasó fejek a szalagok kezdőpozíciói fölött, minden szalagon a kezdőpozícióval kezdve, attól jobbra elhelyezett szó, a szalagok többi pozícióin * jelek.. 

Bemenet: a kezdőhelyzetben a szalagokon levő szavak.

Elemi lépés (ütem): lásd a 105. lapon!

Működése: a kezdőhelyzetből indulva, elemi lépések – véges vagy végtelen – sora. Akkor és csak fejeződik be a működése, ha STOP állapotba kerül. Ebben az állapotban nem hajt végre lépést.

7.6. Algoritmus megadása Turing-géppel

Miután megismertük a Turing-gépek működését, nézzük meg, hogy hogyan alkalmazhatók algoritmusok leírására. 
Elvben egyszerűen úgy írhatunk le egy algoritmust, hogy megadunk egy Turing-gépet (vagyis egy <k, Σ, Γ, α, β, γ> hatost) amely az algoritmust végrehajtja. De a Turing-gépek bemenete csak szavak sora lehet, ezért eleve csak ilyen formájú inputot váró algoritmusokat írunk le velük. (Más inputot, például számokat, gráfot, halmazt, ... stb. használó algoritmusok először átalakítandók ilyen formára.)  

A Turing-gépeknek a létező számítógépektől eltérő felépítése, csak nehézzé, de nem lehetetlenné teszi a „programozásukat”. Az egyik gyakorlati nehézséget a programot definiáló táblázat mérete okozza. Az előző példában szereplő 2 szalagos, 10 jelet használó és 5 különböző belső állapotú gép programját leíró táblázat például 5·10²=500 sorból áll(na, ha az ábrán mind fel volna tüntetve). Általánosan a <k, Σ, Γ, α, β, γ> gép „program”–ját definiáló α, β és γ függvényeknek az értéktáblázata |Γ|·|Σ|k sorból és 3·k+2 oszlopból áll. (A Turing-gép Γállapothalmazánakmegfelelnek a mai számítógépek belső memóriájának állapotai. Ezek elemszáma csillagászati.) Ezért (is) csak néhány triviális algoritmus konkrét megvalósítását nézzük meg, a kicsit is bonyolultabbaknál ettől eltekintünk. Gyakran egyszerűsíthetjük az α, β és γ függvények megadását, ha felismerjük, hogy az éppen leírandó algoritmushoz készülő függvények bizonyos szabályszerűségeket mutatnak. Természetesen ilyen szabályszerűsé​gek nem „kell” hogy legyenek, de a következő példákban „szerencsére” lesznek. 

Nézzünk például egy egyszerűsítési lehetőséget a 110. oldali táblázat leírására! Észrevehető, hogy azokban a sorokban, amelyek első oszlopában           avan, a harmadik ötödik és hatodik oszlop tartalma mindenütt egyezik, a 4. oszlopban mindenütt      
 áll, a hetedik oszlopban mindenütt 1-esek állnak, és az utolsó oszlopban mindenütt –1 van. Ez a megfigyelés röviden azt jelenti, hogy a           a állapotban levő gép, a 2–es szalagon talált jelet az 1–es szalagra másolja, aztán az 1–es szalagon jobbra, a 2–esen balra mozgatja az író–olvasó fejet és átmegy a 

 állapotba. 100 sornak is egy a vége: ezzel az egyetlen mondattal összefoglalható a táblázat 100 sorának tartalma!  
Még tovább rövidíthető az ilyesfajta leírás, ha az i–ik szalag író–olvasó feje alatti jelet h(i)-vel jelöljük és „h(i)=...” vagy „h(i)≠…” formájú relációkban használjuk, továbbá az i–ik szalag író–olvasó feje alatti ( négyzet tartalmának átírására a „h(i):=új tartalom (jel)” formájú jelölést vezetjük be.  
A továbbiakban ezeken a jelöléseken kívül, megállapodunk abban, hogy ha csak nincs külön említve ezzel ellentétes előírás, akkor a gép megtartja állapotát, a író–olvasó fej nem mozdul és a író–olvasó fej alatti jel nem változik. Továbbá nem fogjuk leírni azokra a helyzetekre – szigorúan véve az α, β és γ függvények definícióit, mindig kötelezően – előírandó tennivalókat, amelyekbe a gép biztosan (semmilyen bemenet esetén!) nem kerülhet. Mivel a gépet algoritmus megadására használjuk és ez a hiány egyáltalán nem befolyásolja a gép működését azért ez megengedhető. 
Ugyanígy, a következő leírás részletek néhol nem hivatkoznak némely szalag író–olvasó feje alatt talált jelre. Ezekre azért nem lesz ott hivatkozás, mert az ott leírt helyzetben a tennivalók(=α, β és γ függvények értékei) nem függenek az említés nélkül maradt író–olvasó fejek alatti jelektől. Ezt a nagyon természetesnek látszó elvet (észrevétlenül?) már a fenti példában is alkalmaztuk, ahol a tennivalók nem függtek az első író–olvasó fej alatti jeltől.    

7.6.1. Feladatok
(
Egy kétszalagos Turing-gép első szalagján levő szó jeleit másoljuk át a második szalagra, annak kezdőpozíciójától kezdve, fordított sorrendben!

Megoldás:

Először az első szalagon a szó végéhez állítjuk az író–olvasó fejet, aztán onnan visszafelé haladva másoljuk a jeleket a második szalagon előre haladó író–olvasó fejjel.

· Az első szalagon az író–olvasó fej mozogjon jobbra addig, amíg csak * nem lesz alatta. Akkor eggyel lépjen vissza (balra). Akkor a bemenet utolsó jele fölött áll.
· Az első szalag jelét másolja a második szalagra és az első szalagon lépjen balra, a másodikon jobbra és mindezt addig ismételje, amíg az első szalagon * nem tűnik fel az író–olvasó fej alatt. Akkor már a bemenet teljesen átmásolódott és az eljárás befejeződik. 
A két pont mindegyike egy–egy állapottal írható le. Az elsőnek megfelel a START, a második állapotot nevezzük ÍRÁS–nak. Ezekkel a gép állapothalmaza: Γ{START, ÍRÁS, STOP}, abc-je tetszőleges,  α, β, és γ függvényei így adhatók meg: 
START:
ha h(1)≠*, akkor az 1. fej jobbra lép

ha h(1)=*, akkor az 1. fej balra lép, ÍRÁS állapotba megy

ÍRÁS:
ha h(1)≠*, akkor h(2):=h(1), 2. fej jobbra lép, 1. fej balra lép



ha h(1)=*, STOP állapotba megy

STOP:
álldogál  (Ezt az állapotot, nem is kellene feltüntetni, mert ebben az állapotban definíció szerint áll a gép.) 
Ez a gép a üres ( szó bemenetre is helyesen működik, vagyis nem ír semmit, hanem az ÍRÁS állapoton keresztül a STOP állapotba kerül. 

(
Legyen Σ véges (jel)halmaz és *(Σ, 0(Σ, 1(Σ. Σ–nak még további elemei is lehetnek.
Mit eredményez a <3, Σ, {START, STOP}, α, β, γ> Turing-géppel definiált algoritmus végrehajtása, ha az  α, β és γ függvények értelmezése a következő:


ha h(1)=h(2)≠*, akkor az 1. és 2. fej jobbra lép

START:
ha h(1)=h(2)=*, akkor a 3. fej 1–et ír ki és a STOP állapotba megy 


minden más esetben a 3. fej 0–át ír ki és a STOP állapotba megy

STOP:
álldogál

Megoldás: 
Eldönti, hogy az első két szalagján azonos szó–e a bemenet? Az eredmény a harmadik szalagon jelenik meg. 1: igen, 0: nem.

Mint látható, a Turing-gépek a legegyszerűbbnek látszó feladatot is elég bonyolultan képesek csak megoldani. Ezek után némiképp meglepő lehet, hogy olyan feladat megoldására is képesek, amelyre egyetlen létező számítógép sem! 
Az teszi erre képessé őket, amiben felülmúlják a létező gépeket: végtelen külső tárolójuk van. Vegyük például a már többször emlegetett 1101001000100001000001… sorozatot (a képzési szabályát lásd a 107. oldalon). Ezt a sorozatot egy Turing-gép minden gond nélkül akármeddig képes sorolni (például egyik szalagján nyilvántartja legutóbb milyen hosszú összefüggő 0 sorozatot írt ki, a másik szalagján meg írja a sorozat számjegyeit).

Egy valódi számítógép azonban előbb-utóbb „elrontja” ezt a sorozatot. Ennek az az oka, hogy a számítógépek belső memóriája és külső adattárolói együttesen is véges sok állapotban lehetnek. Ezért működésük közben egyszer vissza kell térniük egy korábbi állapotba. Ettől kezdve minden ugyanúgy történik mint már előbb. Például újra és újra visszatér ebbe az állapotba. És ami a baj: periodikusan ugyanazt írja ettől kezdve, pedig a kiírandó sorozat nem periodikus: ha az lenne, akkor vagy csupa 0-ból állna, vagy periódushossznyira 1-esek lennének a sorban, de mindkettő lehetetlen, mert végtelen sok 1-es van, és köztük akármilyen nagy összefüggő 0-ákból álló részek is vannak a sorban.  
Ez az egyszerű megfigyelés megvilágítja, hogy miért szükséges ∞ hosszú szalag a Turing-gépek definíciójában: anélkül algoritmusnak tekintett eljárásokról is kiderülne, hogy megvalósíthatatlanok az algoritmusok definiálására kigondolt gépen.  
7.7. Univerzális Turing-gép
A Turing-gépek definíciója szerint egy új algoritmus megadásához egy újabb Turing-gép leírására van szükség, hiszen más algoritmushoz esetleg újabb állapotok bevezetése, de mindenképpen új „program” kell, és két Turing-gép különbözik egymástól, ha ezek bármelyikében eltérnek egymástól. Ezzel összhangban azt láttuk, hogy a példákban szereplő algoritmusok megvalósításához is mindig újabb és újabb gépet kellett készíteni.  Ebben a tekintetben a Turing-gépek alaposan elmaradnak a számítógépek mögött, amelyekbe elegendő egy új program betöltése egy újabb feladat végrehajtásához. Mégis, – egy bizonyos értelemben – egyetlen, megfelelően felkészített Turing-gép is képes lehet akár végtelen sok különböző algoritmus végrehajtására. Ennek az első pillantásra meglepő állításnak a magyarázata az itt nem részletezett „bizonyos értelmében” rejlik, amelyet a következő két definíció és egy tétel fejez ki pontosan. Azok ismeretében viszont az állítás értelme már teljesen világos lesz, a tétel bizonyítása után pedig már nem is lesz meglepő. 

Definíció: Legyen T1:≝<k, Σ1, Γ1, α1, β1, γ1> és T2:≝<k+1, Σ2, Γ2, α2, β2, γ2> két Turing-gép úgy, hogy Σ1(Σ2 teljesüljön. Akkor azt mondjuk, hogy T2 a p programmal szimulálja T1–et, ha p egy Σ2–beli szó és bármely (x1, x2, … xk–1, xk) bemenetére a T1–nek, (ahol az xi–k Σ1–beli szavakat jelentenek) a T2–nek a (x1, x2, … xk–1, xk, p) bemenetet adva, a T2 „ugyanazt csinálja” mint a T1. [Vagyis akkor és csak akkor áll meg véges időn belül, ha T1 megáll és akkor a T2 első k szalagján ugyanaz lesz írva, mint a T1 (összes) k szalagjára.]
Definíció: A T:≝<k+1, Σu, Γ, α, β, γ> k+1 szalagos Turing-gép univerzális a  k szalagos, Σ abc-t használó Turing-gépekre nézve, ha minden T’ k szalagos, Σ abc-t használóhoz van olyan p program, amellyel a T gép szimulálja a T’–t. 

Ezekben a definíciókban – az eddigi értelmezésétől eltérően – a „program” egy adott abc feletti szót jelent, amely indításkor az egyik – a szimuláló – Turing-gép kijelölt szalagján van. Eddigi szóhasználat szerint a Turing-gép működését leíró α, β, γ  függvény–hármas viselte ezt a nevet. A kiterjesztett értelmezést a megadott szó definícióbeli szerepe indokolja, mely szerint e szó megfelelő megadásával a szimuláló gép, a szimulált gépéhez hasonló működésre késztethető, éppen úgy, ahogy egy program megadásával, a számítógépek meghatározott feladat elvégzésére alkalmazhatók. 

Az utóbbi definíció csak azt írja le, milyennek kellene lennie egy univerzális Turing-gépnek. Ettől még nem biztos, hogy van ilyen. Csak az biztos, hogy nehézségek állnak a megvalósítása útjában. Hiszen a szimuláló gépnek, a definíció szerint, egy megadott Σ abc-t használó, nála eggyel kevesebb szalagos összes Turing-gép szimulálására képesnek kell lenni. Ehhez szükséges, hogy mindazokat a jeleket használhassa, amelyeket ezek a gépek, tehát az abcjének tartalmazni kell ezeknek az abc-jét: Σ(Σu. Ez a feltétel még gond nélkül teljesíthető. De a szimuláló gép memóriája is, – mint minden Turing-gépé – véges. Igaz a szimulálandó gépeké is egyenként véges, de az összes ilyen gépet tekintve már nem adható semmiféle felső korlát az összes szimulálandó gép memóriájára és az abban kódolt α, β, γ  függvény–hármas táblázatának méretére sem. Ezért (is) eleve lehetetlen a számítógépeknél megszokott, „betölteni a programot, aztán végrehajtani” módszer alkalmazása az univerzális gép létrehozásakor. Ennek is csak egy állandó belső programja van: a saját α, β, γ  függvényei és ezekkel kell végrehajtani bármelyiket azok közül az algoritmusok közül, amelyeket csak a szimulálandó gépek „tudnak”. Egy ilyen képességű program elkészítése egyben azt is jelentené, hogy univerzális Turing-gép is létezik: ez nem lenne más, mint egy közönséges Turing-gép, amelynek belső programja (=saját α, β, γ  függvényei) éppen egy ilyen különleges program. Szerencsére a Turing-gépek elemi lépéseiben végrehajtandó tevékenységek, az író–olvasó fejek alatti jelektől is függenek, ezért lehetőség van arra, hogy a szalagokon elhelyezett jelek is befolyásolják ezeket a tevékenységeket és ezáltal írányítsák a végrehajtott algoritmust. Akár egyetlen szalagon is már korlátlan mennyiségű jel helyezhető el és ez elvben lehetővé teszi, hogy a szóba jöhető bármelyik szimulálandó gép belső programját (vagyis a α, β, γ  függvényeit definiáló táblázat tartalmát) elhelyezzük egy szalagon. Ezt a táblázatot állandóan ezen a szalagon tartva, remélhetőleg egy elég ügyes program képes lesz a többi szalaggal úgy bánni, mint ahogy az a gép bánna, amelynek a „programja” a kitüntetett szalagon van. Hogy ez nem hiú remény, azt következő tétel fejezi ki.

Tétel: Minden k≥1 természetes számhoz és minden Σ abc-hez létezik a k szalagos, Σ abc-t használó Turing-gépekre nézve univerzális, k+1 szalagos T Turing-gép. 

Bizonyítás: A bizonyítás alapja az a gondolat, hogy megmutatjuk, hogy létezik olyan „program” a T gép számára, amellyel ez a gép pontosan úgy működik az első k szalagján, mint egy k szalagos, Σ abc-t használó T’ Turing-gép, ha ennek a gépnek a működését leíró α, β, γ  függvényeinek értéktáblázatát elhelyezzük a T gép k+1-ik szalagján. 
A T gép programjának tehát nyomon kell követnie, hogy mit csinálna a T’ különböző helyzetekben és ugyanazt kell elvégeznie az első k szalagon. Közben a k+1-ik szalagjával azt csinálhat amit tetszik, de nem ésszerű bármit is letörölni a rajta levő táblázatból, hiszen e nélkül képtelenség a T’ gép viselkedését utánozni. Ilyet nem is fog tenni a készítendő program. 
Ha a T gép egy ideig már sikeresen utánozta a T’ gép működését, akkor az első k szalagról leolvashatja a T’ gép által a szimulált helyzetben „látott” jeleket. De ez nem elég. Ahhoz, hogy a T’ gép következő lépésének hatását is szimulálhassa ezeken a szalagokon, még annak a belső állapotnak az ismeretére is szüksége van amelybe a T’ gép került mire eddig a szimulált helyzetig eljutott. A T’ gép változó belső állapotainak nyomon követése nem végezhető a T gép belső memóriájának állapotaival, mert ezek csak véges sokan vannak, igaz egy T’ gépé is, de a T gépnek bármelyik k szalagos, Σ abc-t használó Turing-gép belső állapotainak nyilvántartására kell képesnek lennie, mert a T’ bármelyik lehet ezek közül. Ehhez már nem elég a korlátozott memóriája, de ott van még a k+1-ik szalag, ami lehetővé teszi a T’ változó belső állapotainak nyilvántartását még a T’ állandóan ott tárolt „programjával” együtt is. Ennek mikéntjét a bizonyítás végén látjuk majd, vázlatosan, a 130. oldalon a ██ jelet követően.
Addig egy egyszerűsített feladat megoldását látjuk. Ennek a megoldásnak a továbbfejlesztésével jutunk el a univerzális, k+1 szalagos T Turing-gép programjához. A feladat egyszerűsítése abban áll, hogy egyelőre egy további szalagot engedélyezünk a T gép számára, tehát k+2 szalag használatával szimulálhatja a T’ gépet. Az újabb szalag arra használható, hogy azon lehet nyilvántartani a szimulálandó T’ gép pillanatnyi állapotát, anélkül, hogy a k+1-ik szalagon bármit változtatni kellene.  
A T gép tervezett programjának bemenete tehát a következőképpen néz ki. A k+1-ik szalagján bemenetként megtalálja a T’ szimulálandó gép α, β, γ  függvényeinek értéktáblázatát, egy a saját abc-jének jeleivel kódolt szó formájában. (Ehhez a T’ állapotait kódolni kell valahogyan, mert az állapotai nem elemei a T gép jelkészletének.) A STOP állapotban természetesen nincs tennivaló, ezért az ebben „végzendő” tevékenységek leírása  mellőzhető. A T gép tervezett programja induláskor a k+2-ik szalagon, a T’ gép kezdeti, tehát START állapotának kódolt formáját találja. A többi szalagon lehet elhelyezni azt a bemenetet, amellyel elindított T’ gép működését óhajtjuk utánoztatni a T géppel. (Ennek az átkódolására már nincs szükség, mert csak a Σ abc-t használó gépekre nézve kell univerzálisnak lennie a T gépnek, és ezért a Σu abc-jét már korábban olyannak választottuk, amelynek a T’ gép Σ abc-je részhalmaza.)  
A T gép programja olyan lesz, amely működése során a k+1-ik szalag tartalmát nem változtatja, a k+2-ik szalagon mindig a szimulált T’ gép pillanatnyi állapotát tartja nyilván, míg az első k db szalagon pontosan azokat a műveleteket hajtja végre, mint a T’ gép. Ez a program (a részleteket egyelőre mellőzve) így működhet: ( a T’ gép pillanatnyi állapotának (ez a k+2-ik szalagon mindig megtalálható) és az első k szalagon az író–olvasó fejek alatti jeleknek megfelelő sort keresi balról jobbra haladva a k+1-ik szalag táblázatában. Ha talál ezeknek megfelelő sort, akkor az ebben talált fejmozgató és író utasítások szerint elvégzi az első k szalagon az előírt változásokat, a k+2-ik szalagon átírja a T’ gép állapotát jelző kódot a táblázat sorában talált új állapotnak megfelelőre, aztán a k+1-ik szalag író–olvasó fejét visszaállítja a kezdő pozícióra és újra kezdi ugyanezt az ( ponttól. Ha viszont nem talál megfelelő sort, akkor a STOP állapotba kerül és befejezi a működését.

Ennek a programnak egy megvalósítása, csak a k=1 esetet, de azt igen alaposan részletezve, például ilyen lehet. (A program részletes ismertetését követően, a 130. oldalon, a ██ jel után fejeződik be a bizonyítás.) A k=1 eset azt jelenti, hogy 1 szalagos gépet 3 szalagossal szimulálunk. A szimulálandó T’ gép  α, β, γ  függvényei értéktáblázatának a kódolását, a  táblázat sorainak a második szalag kezdőpozíciójától kezdődő egymás után írásával végezzük. Megállapodunk abban, hogy a táblázatban előforduló T’ állapotok kódjait úgy választjuk meg, hogy ezek azonos számú jelből álljanak. Az író–olvasó fej mozgásirányának jelzésére a 110. oldali táblázatban a –1, 0 és 1 jelek szolgáltak. Most ezeket is átkódoljuk úgy hogy mindegyiküket csak a T gép Σu abc-jének egyetlen – *-tól különböző – jele jelölje. Ezek után a T’ gép „programját” kódoló táblázat így néz ki.
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Itt már minden kódolva van, de egyébként a táblázat elrendezése és a benne feltüntetett adatok jelentése, teljesen egyezik a 110. oldalon látott táblázatéval. Minden (  a T gép Σu abc-jének egy jelét tartalmazza. Történetesen ezen a rajzon minden állapotot éppen 4 jel kódol, de annak hogy pont ennyi, semmi jelentősége. Az a lényeges, hogy azonos számú jel kódol minden állapotot. Ezt a program elkészítésekor ki fogjuk használni. A jelek aktuális értékei sincsenek a rajzon feltüntetve, mert a továbbiakban az elrendezésükből kideríthető értelmezésük lesz lényeges, amit most még a táblázatban elfoglalt helyük, később már csak az itt bevezetett színezésük jelöl majd, amikor a szalagon az elrendezésük már nem lesz táblázatszerű. Kivétel az első oszlopban a STOP állapotot kódoló sorok, amelyeknél is csak azért lényeges, hogy éppen ezt az állapotot kódolják, mert a továbbiakból éppen az ezeket tartalmazó sorokat kell kizárni. (Természetesen lényegtelen, hogy mivel vannak kódolva. A rajzon az egyszerűség kedvéért az S, T, O és P jelek kódolják.)   

  A T gép második szalagján ennek a táblázatnak a nem STOP állapottal kezdődő sorait tároljuk, „kiterítve”. A következő oldalon látható erről ábra.
A rajzon leolvasható, hogy a különféle jelentésű adatokra milyen színnel történik hivatkozás ezután, és milyen módon használja a program a T gép szalagjait. Az elrendezésből következően, a szimulálandó T’ gép valamelyik █████ (állapot, olvasófej alatti jel) párossal jellemezhető helyzetére következő elemi lépésben elvégzendő tennivalókat, a második szalagon soron következő ██████ (állapot, jel, mozgás irány) hármas kódolja. A S T O P állapottal kezdődő sorok nincsenek feltüntetve ezen a szalagon. De csak ezek hiányoznak! Ebből következőleg, ha a szalagon nem sikerül megtalálni egy (állapot, jel) párost a █████ helyek egyikén sem, az azt jelenti, hogy abban a párosban az „állapot” éppen a  STOP állapot. A készülő program éppen ezen az alapon dönt a leállásáról. 

A szalagon nincsenek elválasztó jelek. Az adatok jelentését csak a helyük alapján lehet kideríteni. Ebben lehet hasznát venni annak, hogy minden állapotnak azonos hosszúságú kódja van. Például ha a író–olvasó fejek a második és harmadik szalagon egyaránt egy állapot kódjának első jelén állnak (, akkor együtt mozgatva őket, amikor a harmadik szalagon a fej eléri ( a kód utáni első jelet  – ami könnyen felismerhető, mert az mindig * – akkor a második szalagon levő fej is az állapot kódja utáni jelen áll. 
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Program–részlet, amely ezt végrehajtja:

ha h(3)≠*, akkor a II. szalag  és a III. szalag feje is jobbra lép (és megmarad ebben az állapotban);

ha h(3)=*, akkor (a II. szalag feje egy állapot kódja után áll) végrehajtani az ilyen esetben elvégzendőket (például átmenni egy másik állapotba);
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Ugyanakkor a két állapot egyenlőségének kérdése is eldönthető, például így :

ha h(3)≠* és h(2)=h(3), akkor a II. szalag  és a III. szalag feje is jobbra lép (és megmarad ebben az állapotban);
ha h(3)≠* és h(2)≠h(3), akkor a két állapot nem azonos, végrehajtani az ilyen esetben elvégzendőket;

ha h(3)=*, akkor a két állapot azonos, végrehajtani az ilyen esetben elvégzendőket;

Hasonló eljárás végezhető ellentétes ( irányban mozgó fejekkel is, ha az egyik egy állapot kódjának az elején, a másik egy állapot kódjának végén áll: 
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	III. szalag


Program–részlet, amely ezt hajtja végre:

ha h(3)≠*, akkor a III. szalag feje balra lép és a II. szalag feje jobbra lép;
ha h(3)=*, akkor (a II. szalag feje egy állapot kódja után áll) végrehajtani az ilyen esetben elvégzendőket;

7.7.1. A speciális (1 szalagosokra univerzális, 3 szalagos) T gép teljes programja
START:
ha h(2)=h(3)≠*, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3)≠* és h(2)=*, akkor „STOP”;
ha h(3)=* és h(2)=h(1), akkor „ITTVAN–VISSZA”, 2 jobbra lép és 3 balra lép;
ha h(3)=* és h(2)≠h(1), akkor „NEMITTVAN–VISSZA”, 2 jobbra lép, 3 balra lép;
egyébként
 „NEMITTVAN–TOVÁBB”;

ITTVAN–VISSZA:
ha h(3)≠*, akkor 3 balra lép;
ha h(3)=*, akkor „ÁLLAPOT–FÖLÍRÁS”, és 3 jobbra lép;

NEMITTVAN–TOVÁBB:
ha h(3)≠*, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3)=*, akkor „NEMITTVAN–VISSZA”, és 2 jobbra lép, 3 balra lép;
NEMITTVAN–VISSZA:
ha h(3)≠*, akkor 3 balra lép és 2 jobbra lép;
ha h(3)=*, akkor „NEMODA–BUDA”, 2 és 3 jobbra lép;

NEMODA–BUDA:
”START”, 2 jobbra lép;

ÁLLAPOT–FÖLÍRÁS:
ha h(3)≠*, akkor 3 a h(2) jelet írja, és 2, 3 jobbra lép;
ha h(3)=*, akkor „MOZGATÁS”, az 1 fej h(2)–t ír, és 2 jobbra lép, 3 balra lép;

MOZGATÁS:
”ÚJRA”, az 1 fej h(2)–t lép;

ÚJRA:
ha h(3)≠* és h(2)≠*, akkor 2 és 3 balra lép;
ha h(2)≠* de h(3)=*, akkor 2 balra lép;
ha h(2)=h(3)=*, akkor „START” és 2, 3 jobbra lép.

Ezt a programot végrehajtó, univerzális gép működésének lényegét a következő rajz szemlélteti. Ez a gép folyton–folyvást keresi a szimulált gép soron következő elemi lépéséhez szükséges adatokat, s amikor megtalálja, akkor szimulálja a lépés hatását az első szalagon, és a szimulált gép új állapotát megjegyzi a harmadik szalagon. Indításakor – természetesen – a START állapotban van és ide tér vissza később is, valahányszor megtalálta a keresett adatot, vagy elvégzett egy szimulációs lépést. Ebben az állapotban dönti el, hogy a szimulált gép táblázatában elérte–e azt a sort, amelyben a szimulált gép következő elemi lépésének szimulálásához szükséges adatok vannak, s ha nem, van-e még lehetőség további kereséssel megtalálni, vagy ez már lehetetlen, mert a teljes táblázatot végignézte már. A választól
függően irányítja a további keresésre (kék((   kör), vagy az elemi lépés szimulációjára
 (rózsaszín ( kör), vagy a szimuláció befejezésére (piros kilépő ( nyíl) az univerzális

gépet. Amikor a kék körön való végighaladás után ismét START állapotba kerül a gép, akkor a második szalag író–olvasó feje, egy sorral odébb (jobbra) áll már. A rózsaszín körön való végighaladás a szimulált gép egy elemi lépésének végrehajtását eredményezi. Lényeges észrevétel, hogy a második szalag író–olvasó feje csak a rózsaszín körön található ÚJRA állapotban mozdul ← balra. Csak két eset lehetséges: ez a fej jobbra mozogva → → → vagy eléri egyszer a táblázat végét jelző * jelet, amikor véget ér az algoritmus, vagy pedig soha sem éri el, de akkor a jobbra haladást időnként balra mozgásoknak kell megszakítania. Ez csakis az ÚJRA állapotban lehetséges, ebbe az állapotba pedig csak az ÁLLAPOT–FÖLÍRÁS és MOZGATÁS állapotokon keresztül lehet eljutni. De ez a két állapot egy szimulációs lépés elvégzését jelenti. Az algoritmus tehát vagy véges sok lépés után befejeződik és akkor a szimulált algoritmus is ilyen, vagy pedig a szimulált algoritmus soha sem áll le és akkor ez sem és újabb és újabb szimulációs lépéseket végez. Az lehetetlen, hogy a szimuláló gép bár sohasem áll le, mégis csak korlátos sok szimulációs lépést végezzen el. Az is kiderült ebből, hogy két szimulált lépés megtétele között, a szimuláló gép legföljebb egyszer olvassa végig – állandóan jobbra haladva – a szimulált gép táblázatát. Ezért a megtett lépéseinek száma legföljebb a szimulált lépések számának és a szimulált gép táblázatának egyszeri végigolvasásához szükséges lépések számának szorzata. Tehát van olyan c>0 amire teljesül, hogy ha a szimulált gép N lépésben leáll, akkor a szimuláló gép legföljebb c·N lépésben áll le.  


A NEMITTVAN–TOVÁBB, ITTVAN–VISSZA és NEMITTVAN–VISSZA állapotokban az őket követő állapotokban elvárt író–olvasó fej pozíciók beállítása történik. Minden állapotba – másik állapotból való – belépéskor előfeltétel, hogy a második és harmadik szalag író–olvasó feje a kezdő pozíción vagy attól jobbra álljon és a harmadik szalag író–olvasó feje ne legyen távolabb a kezdő pozíciótól, mint a második szalagé. Ezek az előfeltételek nincsenek külön feltüntetve.
 A további előfeltételeket az alábbi részletes leírás tartalmazza. Az ismertetett formájú bemenet megadása esetén, a  START állapot előfeltételei nyilvánvalóan teljesülnek. Könnyen ellenőrizhető, hogy ha egy állapotba belépéskor teljesülnek az előfeltételek, akkor az újabb állapotba való átlépéskor is (feltéve, hogy a gépet legális inputtal indították). Az is látszik, hogy ha a START állapotban beáll a h(2)=* feltétel, ez legális inputnál csak úgy lehet, ha a második szalag író–olvasó feje a táblázat végén túl áll és az előfeltételek teljesülése miatt nincs előtte, (vagyis a teljes táblázatban!) a keresett  (állapot, jel) páros. Ez pedig csak úgy lehet, hogy a keresett állapot éppen a S T O P. Ilyenkor ezt az állapotot kell szimulálni, vagyis befejezni az univerzális gép működését.
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A második szalagon az író–olvasó fej a megjelölt ( pozíciók valamelyikén van és et​től a pozíciótól balra nincs olyan █████ (állapot, jel) páros, amely egyezne a har​madik szalagon található állapot és az első szalag író–olvasó feje alatti jelből ös​szetett █████ párossal. A harmadik szalag író–olvasó ( feje a kezdő pozíción áll.  
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START:
ha h(2)=h(3)≠*, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3)≠* és h(2)=*, akkor „STOP”;
ha h(3)=* és h(2)=h(1), akkor „ITTVAN–VISSZA”, 2 jobbra lép és 3 balra lép;
ha h(3)=* és h(2)≠h(1), akkor „NEMITTVAN–VISSZA”, 2 jobbra lép, 3 balra lép;
egyébként
 „NEMITTVAN–TOVÁBB”;

ITTVAN–VISSZA
Előfeltétel: 

A második szalagon az író–olvasó fej közvetlenül egy olyan █████ (állapot, jel) párost követő pozíción áll, amely egyezik a har​madik szalagon található állapot és az első szalag író–olvasó feje alatti jelből ös​szetett █████ párossal.

A az író–olvasó fejek helyzete: 
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	║
	║
	║
	║
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	…
	*
	
	
	
	
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	*
	…
	
	
	(
	III. szalag


ITTVAN–VISSZA:
ha h(3)≠*, akkor 3 balra lép;
ha h(3)=*, akkor „ÁLLAPOT–FÖLÍRÁS”, és 3 jobbra lép;

NEMITTVAN–TOVÁBB

Előfeltétel: 

A második szalagon az író–olvasó fej a megjelölt ( pozíciók valamelyikén van és et​től a pozíciótól balra nincs olyan █████ (állapot, jel) páros, amely egyezne a har​madik szalagon található állapot és az első szalag író–olvasó feje alatti jelből ös​szetett █████ párossal. 
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A ████ és ████  állapotok eltérnek egymástól és a második és harmadik szalag író–olvasó fejei ezen állapotkódok elejétől számított ugyanannyiadik pozícióján állnak. 

NEMITTVAN–TOVÁBB:
ha h(3)≠*, akkor 2 és 3 jobbra lép;
ha h(3)=*, akkor „NEMITTVAN–VISSZA”, és 2 jobbra lép, 3 balra lép;
NEMITTVAN–VISSZA

Előfeltétel: 

A második szalagon az író–olvasó fej a megjelölt ( pozíciók valamelyikén van és et​től a pozíciótól balra nincs olyan █████ (állapot, jel) páros, amely egyezne a har​madik szalagon található állapot és az első szalag író–olvasó feje alatti jelből összetett █████ párossal. Az író–olvasó fejek helyzete: 
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	III. szalag


NEMITTVAN–VISSZA:
ha h(3)≠*, akkor 3 balra lép és 2 jobbra lép;
ha h(3)=*, akkor „NEMODA–BUDA”, 2 és 3 jobbra lép;

NEMODA–BUDA
Előfeltétel: 

A második szalagon az író–olvasó fej a megjelölt ( pozíciók valamelyikén van és et​től a pozíciótól balra nincs olyan █████ (állapot, jel) páros, amely egyezne a har​madik szalagon található állapot és az első szalag író–olvasó feje alatti jelből ös​szetett █████ párossal. A az író–olvasó fejek helyzete:
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NEMODA–BUDA:
”START”, 2 jobbra lép;

ÁLLAPOT–FÖLÍRÁS

Előfeltétel: 

A második szalagon az író–olvasó fej közvetlenül egy olyan █████ (állapot, jel) párost követő pozíción áll, amely egyezik a har​madik szalagon található állapot és az első szalag író–olvasó feje alatti jelből ös​szetett █████ párossal.

A az író–olvasó fejek helyzete: 
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ÁLLAPOT–FÖLÍRÁS:
ha h(3)≠*, akkor 3 a h(2) jelet írja, és 2, 3 jobbra lép;
ha h(3)=*, akkor „MOZGATÁS”, az 1 fej h(2)–t ír, és 2 jobbra lép, 3 balra lép;
MOZGATÁS
Előfeltétel: 

A második szalagon az író–olvasó fej közvetlenül egy olyan █████ (állapot, jel) párost követő pozíción áll, amely egyezik a har​madik szalagon található állapot és az első szalag író–olvasó feje alatti jelből ös​szetett █████ párossal.

A az író–olvasó fejek helyzete:
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MOZGATÁS:
”ÚJRA”, az 1 fej h(2)–t lép;

ÚJRA
Előfeltétel: a harmadik szalag író–olvasó feje nincs távolabb a kezdő pozíciótól, mint a második szalagé.

ÚJRA:
ha h(3)≠* és h(2)≠*, akkor 2 és 3 balra lép;
ha h(2)≠* de h(3)=*, akkor 2 balra lép; 
ha h(3)≠* de h(2)=*, akkor 3 balra lép; [Ez az eset – ha az előfeltétel teljesül (és ez legális bemenettel indulva mindig így van) – nem következhet be. Illegális bemenetnél viszont igen.]
ha h(2)=h(3)=*, akkor „START” és 2, 3 jobbra lép.

██ Ezzel az 1 szalagos, adott abc-jű Turing-gépekre univerzális, 3 szalagos Turing-gép programjának részletes leírása véget ért. Ezen az elven adott abc-jű, 1<k szalagosokra  univerzális k+2 szalagos Turing  gép is készíthető. A bizonyítandó tétel állítása szerint még k+1 szalagos is van, ami ezt tudja. Ez a k+2 szalagos némi módosításával így készíthető el. Az eddig a  k+2–ik szalagon  nyilvántartott szimulált állapotot a k+1-ik  szalag bal felén, vagyis a kezdőpozíció előtti pozíciókon tartsuk nyilván. A szalagnak ezt a részét egyáltalán nem használta a k+2 szalagos, ezért nyugodtan igénybe vehető. A gondot az okozza, hogy a k+2-ik szalagon és a k+1-iken végzett egyidejű fejmozgatások, most már nem végezhetők, mert a k+1-ik szalagon csak egy író–olvasó fej van. Ezen úgy lehet segíteni, hogy a k+1-ik szalag minden pozícióját kétfelé osztjuk: egy jobb és egy bal félre. A bal felet az eddigi adatok tárolására használjuk, a jobb felébe viszont csak 0-át vagy 1-et írunk ezután. Az 1-essel azt jelezzük, hogy egy elképzelt író–olvasó fej éppen ezen a (még felosztás előttinek gondolt) pozíción  tartózkodik. Így két 1–es „mozgatásával” vagyis 0-val való átírásával és két „új” pozícióval odébb való felírásával szimulálható két fej mozgása. A további részletek mellőzésével, a tétel bizonyítása ezzel befejeződött.  
Megjegyzés:  A k szalagos, Σ abc-t használó Turing-gépekre nézve univerzális, k+1 szalagos T Turing-gép, lépésszáma tetszőleges bemeneten a csak a szimulált program hosszával arányos (tehát konstans) tényezővel növekszik meg.

7.8. k–szalagos Turing-gép helyettesítése 1–szalagossal 

Lemma: Minden k szalagos S Turing-géphez van olyan k szalagos T Turing-gép, amely S-et helyettesíti a következő értelemben: S akkor és csak akkor áll meg véges sok lépésben az (x1, x2, x3, …… xk–1, xk,) bemeneten, ha T megáll a (x1|x2|x3| …… xk–1|xk, (, (, …()  bemeneten, s ha S outputja  (y1, y2, y3, …… yk–1, yk,),  akkor  T –é:  ((, (, …(, y1|y2|y3| …… yk–1|yk).  Itt  |  egy  olyan jel, amely az S gép abc-jében nem  fordul elő. 
Tétel: Minden k szalagos S Turing-géphez van olyan egy szalagos T Turing-gép, amely S-et helyettesíti a következő értelemben: minden *-ot nem tartalmazó x szóra, S akkor és csak akkor áll meg véges sok lépésben az (x, (, (, …() bemeneten, ha T megáll, és megálláskor S első szalagjára ugyanaz lesz írva, mint T szalagjára. Továbbá, ha S N lépést tesz, akkor T O(N²) lépést tesz.

Megjegyzés: Sok tétel bizonyítását elég a k=1 szalagosokra végezni a bizonyítást, mert a több szalagosok „nem tudnak többet” mint az egy szalagosok
Tétel:  Minden k-ra létezik egyszalagos univerzális Turing-gép a k szalagosokra nézve, mely N lépés helyett O(N2)-et lép. (A konstans függ k-tól.)

7.8.1. Church tézis
Minden gépiesen végrehajtható véges eljárás (=algoritmus) Turing-géppel elvégeztethető. (Miután átfogalmazták a Turing-gépek által elfogadható formába.)

7.9. Rekurzív és rekurzíve felsorolható nyelvek
7.9.1. Bevezetés 
Nyelv definíciója
: Egy ℒ( Σ0* nyelv.
Az ezután következő néhány tétel állítása egy-egy meghatározott Turing-gép (= algoritmus) létezését mondja ki feltéve, hogy egy másik, más, de ugyancsak meghatározott tulajdonságú Turing-gép létezik. A bizonyítások abból állnak, hogy megmutatjuk, hogy ha a második Turing-gép rendelkezésre áll, vagyis a második algoritmust végre lehet hajtani, akkor ennek felhasználásával az első Turing-gépre előírt algoritmus is elkészíthető. Először nézzünk egy példát egy ilyen típusú tétel bizonyítására!

Ilyen tétel például ha egy ℒ nyelvhez (=szavak halmaza) létezik egy Turing-gépünk, amelynek első szalagján megadva bemenetként e nyelv ábécéjének bármely szavát, válaszul a gép a második szalagján 1-el vagy 0-val jelzi, hogy az adott szó a nyelv szava vagy sem, akkor létezik olyan Turing-gép is, amely az egyik szalagján üres jelekkel elválasztva felsorolja az ℒ nyelv szavait. Az ilyen gép létezésének bizonyítása úgy történik, hogy leírunk egy algoritmust, amelynek végrehajtása a kívánt működést eredményezi. A gép „programját” azonban nem dolgozzuk ki megbízva a Church-tézisben
. 
Mivel a programot nem dolgozzuk ki, ezért felesleges a feladat olyan szintű specifikálása, mint például, hogy „a gép második szalagján 1-el vagy 0-val jelzi” vagy, hogy „egyik szalagjára üres jelekkel elválasztva”. Elegendő annyit mondani: ha egy nyelv ábécéje minden szaváról eldönthető, hogy a nyelv szava-e, akkor e nyelv szavai felsorolhatók. De az ilyen rövid megfogalmazások mögött, mindig valamiféle Turing-gépes leírás van. 
Most egy időre félre tesszük a példának választott feladatot, hogy tisztázzuk mit jelent egy nyelv szavainak felsorolása. (Ez nem tartozik szorosan a témához. A 134–ik oldalon a ( után folytatódik a téma.) Hogyan sorolja fel egy Turing-gép egy végtelen sok szóból álló nyelv szavait? Képtelenség mindet kiírni! Soha nem ér a végére! Valóban, a felsorolás ilyen esetben azt (is) jelenti, hogy a gép soha sem áll le, hanem örökké működve újabb és újabb szavakat ír ki. De ennél többet jelent. Minden pillanatban lesz még ki nem írt szó, sőt, végtelen sok ilyen szó lesz. Mindezt elkerülhetetlen, ezt el kell fogadni, elvégre véges idő alatt ennél többre nem képes a Turing-gép. Ettől még felsorolás lehet a működése. 
Van azonban még egy feltétel, amit a felsoroló algoritmusnak (Turing-gépnek) teljesíteni kell. Ezt a feltételt röviden, de további magyarázat nélkül nem elég világosan úgy lehet megfogalmazni, hogy minden szót fel kell sorolni. Ez így kissé (vagy nagyon?) homályos, hiszen éppen az előbb volt szó arról, hogy mindig lesz még fel nem sorolt szó. A következő egyszerű példa megvilágítja ennek az egyszerű feltételnek az igazi jelentését. Vegyük például a {a, b, c} ábécé jeleiből alkotható olyan szavakat, amelyekben az a betűt mindig b, a b betűt mindig c és a c betűt mindig a követi. Néhány szó ebből a nyelvből: a, abc, bc, cab, abca. Soroljuk fel őket rendezetten, mintha lexikont készítenénk belőlük! Ha egy szó teljesen azonos egy másik szó prefixével (elejével), akkor a rövidebb lesz előbb a sorban. Íme a sor:

a, ab, abc, abca, abcab, …, b, bc, bca, …, c, ca, cab, cabc, …

Úgy látszik minden rendben van. Ebben a sorban a nyelv minden szava előfordul valahol, tehát teljesítve van a „minden szót fel kell sorolni feltétel”, sőt még azt is pontosan meghatároztuk, hogy milyen sorrendben. Igaz végtelen hosszú a sor, de ennél rövidebbet nem is lehet elvárni. Nézzük meg most néhány szóról, hogy hányadik ebben a sorban.

a: 1., abc: 3., 
 abc…abc:   81., b: (-edik?, bc: ??, c: ???




81 db. betű
De mi az értelme ennek? Gondoljuk el, hogy egy Turing-gépet programozunk e nyelv szavainak ilyen sorrendben való felsorolására. Világos, hogy ez a gép soha sem áll le, de az is világos, hogy a b vagy c betűvel kezdődő szót soha sem fog kiírni, mert soha sem jut az a-val kezdődő szavak felsorolásának „végére”. Az a-val kezdődő szavak bármelyikét viszont egyszer valóban felsorolja, mégpedig annyiadik helyen, ahány betűből áll.

Egy szavakat felsoroló algoritmus outputja nem nézhet így ↑ ki! Csak ilyen ↓ lehet:

	1. szó
	2. szó
	…
	n-edik szó
	…

	1.
	2.
	…
	n.
	…


Ebben nincs és nem is lehet (-edik szó! Minden szó valahanyadik helyen van felsorolva és ez a sorszám mindegyik szóra egy természetes számot jelent. Most már világossá válik a minden szót tartalmazó felsorolás jelentése: ez formailag a fenti elrendezés, amelyben minden felsorolandó szó előfordul, de úgy, hogy előtte csak véges sok szó lehet. Ugyanaz a matematika szóhasználatával: az A halmaz felsorolása olyan ℕ→A függvény, amelynek értékkészlete az A halmaz és az i természetes számhoz az i-ediknek felsorolt halmazelemet rendeli. Speciálisan, ha minden szó pont egyszer fordul elő a felsorolásban, akkor – (=|A| halmaz esetén – ez a hozzárendelés kölcsönösen egyértelmű ℕ és A között. Véges A esetén is kölcsönösen egyértelmű, de {1, 2, 3, …, |A|–2, |A|–1, |A|} és A között.

Ezután egy halmaz felsorolásán külön említés nélkül az összes elemét tartalmazó, ilyen tulajdonságú felsorolást értjük. Térjünk most vissza a példának választott egyszerű nyelv felsorolásának kérdéséhez. Az előző oldalon látott próbálkozás nem felsorolás, mert abban a b-vel és c-vel kezdődő szavaknak nincs sorszámuk (=( sok szó van előttük), de ha a nyelv szavait elsősorban hosszuk szerint rendezzük és csak az azonos hosszúságúak közt dönt a lexikografikus rendezés, akkor a nyelv egy felsorolását nyerjük. Így:

1 hosszú szavak: a, b, c

2 hosszú szavak, ab, bc, ca

2 hosszú szavak: abc, bca, cab

4 hosszú szavak: abca, bcab, cabc

…

A felsorolás:

	a
	b
	c
	ab
	bc
	ca
	abc
	bca
	cab
	abca
	bcab
	cabc
	…

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	…


Valóban felsorolás, mert a nyelv minden szava előfordul mégpedig a



a-val kezdődő szó a 3k–2

k hosszú 
b-vel kezdődő szó a 3k–1
-ik helyen


c-vel kezdődő szó a  3k

Ebben az esetben igen egyszerű volt kiszámítani egy szó sorszámát. Általában erre nincs szükség, ha a sorrendet definiáljuk, elegendő annyit megmutatni róla, hogy bármely szó előtt véges sok szó van, vagy ha soroló algoritmust definiálunk, akkor azt, hogy előbb–utóbb bármelyik szó előkerül.

(A felsorolás fogalmának pontos ismeretében most térjünk vissza a „ha egy nyelv ábécéje minden szaváról eldönthető, hogy a nyelv szava-e, akkor e nyelv felsorolható” állítás vizsgálatára és ha lehet bizonyítására. Gondoljunk például az előzőleg látott és felsorolt nyelvre, de most a nyelv nem szabályokkal van leírva, hanem azzal, hogy meg van adva egy Turing-gép (algoritmus), ami arra képes, hogy egy inputként kapott szóról eldöntse, hogy a nyelv szava-e? („egy nyelv ábécéje minden szaváról eldönthető, hogy a nyelv szava-e?” precíz jelentése éppen az, hogy ilyen Turing-gép létezik!) Például ha az

a
szót adjuk meg akkor a válasz: 
igen

b
szót adjuk meg akkor a válasz: 
igen

c
szót adjuk meg akkor a válasz: 
igen

aa
szót adjuk meg akkor a válasz: 
nem

ab
szót adjuk meg akkor a válasz: 
igen

ac
szót adjuk meg akkor a válasz: 
nem

aaa
szót adjuk meg akkor a válasz: 
nem

aab
szót adjuk meg akkor a válasz: 
nem

aac
szót adjuk meg akkor a válasz: 
nem

… 
………………………………
…...

Fel lehet sorolni a nyelv egyéb leírásának ismerete nélkül – csupán a megadott Turing-gép birtokában – a nyelv szavait? Egy pillantás a fenti táblázatra és máris gyanítható, hogy igen. Hiszen nem kell mást tenni, mint felsorolni az összes létező szót, ami csak az {a, b, c} ábécéből alkotható és sorra mindegyikre elvégeztetni a megadott géppel a tesztet, amely eldönti, hogy az éppen vizsgált szó eleme-e a nyelvnek. Ha igen felsorolni, ha nem venni az ábécé következő szavát.

	{a, b, c}*

felsorolása

↓
	Turing-gép
	A nyelv egyik szava?

↓
	A nyelv szavainak felsorolása

↓

	(
	inputtal futtatva, a válasz:
	nem
	

	a
	inputtal futtatva, a válasz:
	igen
→

	 a

	b
	inputtal futtatva, a válasz:
	igen
→
	 b

	c
	inputtal futtatva, a válasz:
	igen
→
	 c

	aa
	inputtal futtatva, a válasz:
	nem
	

	ab
	inputtal futtatva, a válasz:
	igen
→
	 ab

	ac
	inputtal futtatva, a válasz:
	nem
	

	aaa
	inputtal futtatva, a válasz:
	nem
	

	aab
	inputtal futtatva, a válasz:
	nem
	

	aac
	inputtal futtatva, a válasz:
	nem
	

	……
	…………………………
	……
	……


Világos, hogy így a nyelv minden szava előbb-utóbb előkerül(ne, ha az {a, b, c}* -ot sikerülne felsorolni). De ez elengedhetetlen, hiszen ha a baloldali oszlopban kimaradna szó, akkor ez biztosan kimaradna a nyelv szavainak felsorolásából is, még akkor is, ha valójában a nyelv szava lenne. Létfontosságú tehát az {a, b, c}* felsorolhatósága. De ez a felsorolás – sőt bármely más ábécé szavainak felsorolása is – elvégezhető az ismert módszerrel: először az ( szót soroljuk, aztán az 1 hosszúakat, aztán a 2 hosszúakat, 3 hosszúakat, …

Ezzel a gondolatmenettel nem csak erre a nyelvre, hanem általában is beláttuk a „ha egy nyelv ábécéje minden szaváról eldönthető, hogy a nyelv szava-e, akkor e nyelv felsorolható” állítás igazságát sőt – mint a továbbiakból kiderül – a „ha egy nyelv rekurzív, akkor rekurzíve felsorolható” tételt is. Egy nyelv rekurzív voltának ugyanis éppen az a definíciója amit a türkizkék állítás mond róla, és éppen azok a nyelvek rekurzíve felsorolhatók, amelyekre a zöld állítás teljesül (bár ezeknek nem ez lesz a definíciójuk, de kiderül hogy ilyenek). 
A soron következő tételek nyíltan, vagy burkoltan hasonló jellegű állításokat
 fogalmaznak meg mint a megvizsgált kétszínű állítás: valamilyen algoritmus létének feltételezéséből valamely más algoritmus léte következik. A bizonyítás akár egy programozási feladat megoldásaként is felfogható: mindig úgy megy, hogy elkészítjük a kívánt tulajdonságú algoritmust. A teljes bizonyítás azt jelenti, hogy megadott Turing-gép program(ok)ból kell elkészíteni egy másik gép teljes <k, Σ, Γ, α, β, γ> leírását, de a részletekben ilyen mélyre soha sem süllyedünk. Csak megmutatjuk, milyen módon (=milyen algoritmussal) kell működnie a kívánt gépnek. 
Definíciók:
Tudjuk, hogy a Turing-gépek bemenete és kimenete is egy véges halmaz elemeiből képzett sorozat lehet, ezért az ilyen sorozatokra és az ilyen sorozatokból, mint elemekből képzett halmazokra a formális nyelveknél már bevezetett fogalmakat használjuk a továbbiakban a Turing-gépek vizsgálatánál is.
Már definiáltuk: 
Σ0=Σ\{*}, vagyis Σ0 az Σ abc üres jeltől különböző jeleinek halmaza.  Σ0* ={Σ0 elemeiből alkotható véges sorozatok}. A 0 hosszúságú (üres) sorozat is a Σ0* eleme és (–vel jelöljük. A ΣO*  elemeit a (az Σ  abc feletti) szavaknak nevezzük. 
A következő tételekben új fogalmak szerepelnek. Ezek definíciói:

Definíció: Egy ƒ: Σ0*→ Σ0* függvény rekurzív (más elnevezéssel: kiszámítható), ha van olyan Turing-gép (mindegy hány szalagos) amelynek első szalagjára bármely x(Σ0*-et írva és elindítva, véges időn belül megáll és az utolsó szalagjára akkor éppen az ƒ(x) szó van írva. 

Definíció: Egy ℒ( Σ0* nyelv komplementer nyelve (röviden: komplementere) a ℒ̅:≝ Σ0*\ℒ nyelv.

Definíció: Egy ℒ nyelv rekurzív, ha (ℒ karakterisztikus függvénye rekurzív (más elnevezéssel: kiszámítható), azaz a



1, ha x(ℒ.
ƒ: Σ0*→{0, 1}
ƒ(x):≝



0, ha x(ℒ̅.
függvény rekurzív. Azaz ( T Turing-gép amelynek 1. szalagjára bármely x(Σ0*-et írva és elindítva, véges időn belül megáll és az utolsó szalagjára akkor 1 vagy 0 van írva, aszerint, hogy x(ℒ vagy sem.  
Következmények:   
39. ℒ nyelv rekurzív (  ℒ̅ nyelv rekurzív.

40. Van nem rekurzív nyelv. (Mert a nyelvek száma kontinuum, de a Turing-gépek száma csak megszámlálható.) 

41. Minden véges nyelv rekurzív.

Definíció: Egy ℒ nyelv rekurzíve felsorolható, ha ℒ =(
 vagy ( ƒ: Σ0*→ Σ0*  rekurzív (más elnevezéssel: kiszámítható) függvény, amelynek értékkészlete ℒ.

A rekurzíve felsorolható nyelvek komplementeréről nincs állítás. Később kiderül, hogy azért, mert arról nem mondható ki, hogy mindig rekurzív vagy akár még az sem, hogy rekurzívan felsorolható lenne. 

A definíciók szemléltetése:
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Érdemes végiggondolni ezeknek a nyelvekről szóló definícióknak a jelentését.

Egy nyelv rekurzívsága azt jelenti, hogy van olyan T gép amelynek birtokában bármely szóról eldönthetjük, hogy a nyelv szava-e vagy sem. Egyszerűen bemenetként be kell adni a szót és kivárni a választ. A válaszból mindig kiderül, hogy a szó a nyelvnek vagy a komplementerének a szava. 
Több gondot okoz egy rekurzívan felsorolható nyelv. Hogyan döntsük el egy w szóról, hogy egy ilyen nyelvhez tartozik-e? Most csak annyit tudunk, hogy egy (Turing-géppel) kiszámítható függvény értékkészletében van, ha a nyelv szava. Ha meg is kapjuk a Turing-gépet, amely ezt a függvényt számolja (vagyis azt, amelynek értékkészlete a szóban forgó nyelv), akkor sem világos, mit kezdjünk vele. 
Hogyan derítsük ki, hogy a w szó a függvény értékkészletében van? Nyilván akkor van benne, ha valamely bemenetre eredményként kijön. Azt persze nem tudni melyik bemenetre,  ha egyáltalán kijön valamelyikre. Lehet persze próbálgatni, ha kijön a w szó, akkor a kérdés eldőlt. De ha nem?
Annyit lehet tenni
, hogy sorra venni a lehetséges bemeneteket és mindegyikre (??) megnézni, hogy kijön-e eredményként a w szó. Na de végtelen sok bemenet van, ezért mindet lehetetlen kipróbálni. De a lehetséges bemenetek felsorolhatók és sorban beadhatók a gépnek, és csak azt kell figyelni, hogy a kijövő eredmények között (amelyek kijövő sora egyébként e nyelv felsorolhatóságát jelzi) feltűnik-e a w szó. Amint feltűnik – és ha az értékkészletben van, akkor biztosan feltűnik előbb-utóbb – a folyamat befejezhető és kiderült, hogy a w szó eleme a megadott Turing-géppel definiált rekurzíve felsorolható nyelvnek.
Viszont, ha w nincs az értékkészletben, vagyis nem eleme a nyelvnek, akkor ez soha nem derül ki, hiszen mindig lehet reménykedni, hátha egyszer majd előkerül az outputban. Nagyon hasonló ez a jelenség a ( Barchoba játékhoz: valaki gondol egy természetes számot amelyet a másiknak ki kell találni, de csak olyan kérdéseket tehet fel, hogy „n-re gondoltál?” ahol n természetes szám. Ebben a játékban természetesen a gondolt szám biztosan kitalálható. Viszont ha annyit módosítunk a játékszabályokon, hogy az egyik játékos vagy gondol egy számot, vagy nem, akkor a másik játékos a megengedett kérdések feltevésével soha nem juthat arra a megállapításra, hogy az első játékos nem gondolt számot. Azt viszont, – kellő (=korlátlan) türelemmel – kitalálhatja, hogy a másik játékos gondolt számot.
7.9.2. Ekvivalens definíciók (rekurzíve felsorolható nyelvekre)
Láttuk, hogy az előző pontban említett algoritmus, minden rekurzíve felsorolható nyelv felsorolását is elvégzi, tehát minden nyelvnek, amely valamely (Turing-géppel) kiszámítható függvény értékkészlete, a szavai fölsorolhatók (másik Turing-géppel).

Kérdés: Vajon fordítva is igaz-e: ha egy nyelv felsorolható, akkor mindig létezik-e olyan kiszámítható függvény, amelynek ez a nyelv az értékkészlete? A válasz: igen. Tehát a rekurzíve felsorolható nyelvek pontosan azok, amelyek felsorolhatók Turing-géppel. Akár ezzel a tulajdonságukkal is lehetett volna definiálni őket. Az elnevezésük erre a tulajdonságukra utal.

A következő tétel ezen kívül még egy további jellemző tulajdonságukat is kimondja.

Tétel: 

I. ℒ nyelv rekurzíve felsorolható.
               ⇕
II. ( T Turing-gép, úgy hogy 1. szalagjára x( Σ0* -et írva T megáll véges sok lépésben ( x(ℒ.
               ⇕
III. ( T Turing-gép, mely esetleg ( sokáig működik és felsorolja (ismétlődéseket is megengedve) ℒ szavait.

Bizonyítás: Az I. II. és III. állítások egyaránt valamilyen algoritmust végrehajtó Turing-gép létét jelentik. Ezeket sorra TI, TII és TIII jelöli az alábbiakban. Sorra megmutatjuk, hogy az egyik gép birtokában milyen algoritmussal működhet az a gép, amelynek létét a bizonyítás valamelyik részletében igazolni kell.
I. ( III. 

I. teljesülése azt jelenti, hogy vagy egyáltalán nincs szó az ℒ nyelvben, vagy ( TI Turing-gép, és a Σ0*–on értelmezett függvény, – amelyet TI kiszámít – amelynek kimenetei (=a függvény értékei) alkotják az ℒ nyelv szavait. Első esetben a TIII gépként megteszi egy indítása után azonnal leálló gép, amely nem ír ki semmit. A másik esetben a TI gépből csinálhatunk olyan TIII gépet, amely felsorolja ℒ szavait, vagyis az összes létező függvényértéket. Ez a TIII gép két dolgot csinál (felváltva): 1. sorolja Σ0* szavait, 2. a éppen felsorolt x( Σ0* szóra lefuttatja TI programját – amely kiszámít egy függvényértéket –, majd kiírja amit TI kiírna: ezt a függvényértéket.  Ezzel az ℒ szavait mind felsorolja, bár lehet, hogy némely szót többször is.
III.(I.

III. teljesülése azt jelenti, hogy ( TIII Turing-gép, amely sorolja (ismétlődé​se​ket is megengedve) ℒ szavait. Ha egyáltalán vannak. Ha nincsenek, akkor csak fut, fut végestelen végig és soha nem ír ki semmit. Ha nincs szó a nyelvben, akkor a definíció szerint a nyelv rekurzíve felsorolható, tehát erre az esetre kész a bizonyítás. Ha van legalább egy szó a nyelvben, akkor a TIII gép előbb–utóbb kiír valamit és ebből a gépből csinálunk átmenetileg egy olyan TI gépet, amely a természetes számok halmazát képezi le az ℒ szavaira (úgy hogy az ℒ minden szava valamely – akár több – természetes szám inputra eredményként adódik). Mindenekelőtt jegyezzük fel a TIII gép által, az ℒ  nyelvből elsőként felsorolt szót. A TI gép működése: egy n(ℕ inputra szimulálja a TIII gép működését az 1-től az n-ik lépésig és írja ki azt a szót, amelyet a TIII gép odáig működve utoljára kiírt. Ha az n-ik lépésig még egyetlen szót sem írt ki, akkor a TI az előbb kiválasztott és megjegyzett szót írja ki. Ezzel a TI gép valóban minden ℒ-be tartozó szót hozzárendel valamely természetes szám(ok)hoz. Például ahhoz a számhoz is, amely megadja, hogy a TIII gép elindítása után hányadik lépésben írná ki a szót. Nem ℒ-beli szavakat pedig nem rendel semmihez. De olyan gépet kell csinálni – mert ez a rekurzíve felsorolható nyelv definíciója – amely nem természetes számokon, hanem Σ0*-on van értelmezve és az értékkészlete az ℒ . Ehhez annyit kell módosítani a TI működésén, hogy egy szó bemenetre először meghatározza a szó hosszát, ami egy természetes szám (lényeges: akármilyen hosszúságú szó létezik, azért minden természetes szám előfordul szóhosszként), aztán e számhoz az előbb leírt módon számítja ki ℒ valamelyik szavát.  
II.(III.
II. teljesülése azt jelenti, hogy ( TII Turing-gépünk, amely mindig leáll egy idő után, ha kezdetben az 1. szalagjára az ℒ nyelv egy szavát írtuk, ha viszont mást írtunk akkor soha sem áll le. Ebből kiindulva kell egy III. feltételnek megfelelő TIII Turing-gépet – vagy ami a Church tézis szerint ugyanaz: algoritmust – készíteni, mely esetleg ( sokáig működik de felsorolja (ismétlődéseket is megengedve) ℒ szavait. Az összes ℒ-be tartozó szót és semmi mást! Az nem jó eljárás, ha sorra vesszük a lehetséges szavakat és mindegyikkel próbát teszünk az TII gépen, hogy kiderítsük, a szó ℒ-be tartozik-e? Szerencsés estben eleinte ℒ-beli szavakat adva, a TII gép sorra leállással jelzi ezt a tényt. Azonban az első nem ℒ-beli szónál elakad az eljárás, mert végestelen-végig várakozni kell a válaszra, amely azonban soha sem érkezik meg: ilyenkor a TII gép nem áll le, és nem tudható, hogy vajon a beadott szó nem ℒ-beli volta miatt, vagy pedig azért, mert bár a szó ℒ-beli, de még nem ért a futás végére. Egy nem ℒ-beli szó után a többi ℒ-beli szóig már el sem jut ez az eljárás! Ehelyett a következő eljárás lesz jó, ami nem „ragad le” egy olyan szónál, amellyel sohasem állna le a TII gép, hanem bizonyos ideig futtatva vele áttér más újabb szavakra, de azért a félbehagyott kísérletre is visszatér később és tovább folytatja, hiszen sosem lehet tudni, hátha mégis leállna azzal a szóval. A szavakat Σ0* felsorolásából veszi, hogy minden szó sorra kerüljön. Az algoritmus először egy szóval próbálkozik, de csak egyetlen lépésig engedi futni a TII gép programját. Azután újabb szót von be a kísérletezésbe és az eddig bevont szavakra most már az eddigieknél eggyel tovább engedi futni a TII gép programját. És így tovább: mindig újabb szavakat von be abba a szó-halmazba, amellyel kísérleteket folytat és ezen a halmazon mindig egyre tovább engedi futni a TII gép programját. Ezzel az eljárással előbb–utóbb minden szó bekerül a vizsgált szavak közé és ha már ott van, egyre hosszabb futtatásokkal kísérletezik vele a TIII gép. Ezért minden olyan szóról, amellyel bemenetként elindítva TII gép leáll, ez kiderül. A megvalósítást a következő elrendezés mutatja. Ebben a táblázatban az oszlopok fejlécében a Σ0* szavai: x1, x2, x3, … mégpedig az összes szó fel van sorolva. (Elvben. Gyakorlatban természetesen nem megy, mert végtelen sok szó van. Elvben lehetséges, mert Σ0* megszámlálható számosságú halmaz és már láttuk hogyan megy a felsorolása.) A sorok a természetes számokkal vannak megjelölve. Az ℒ nyelv szavait felsoroló algoritmus ezek után úgy működik, hogy például a kék nyilakkal kijelölt sorrendben (más sorrend is megfelel, csak az a fontos, hogy a táblázat minden mezeje előbb-utóbb sorra kerüljön) bejárja a táblázat mezőit [más megfogalmazásban: az (n, x)(ℕ×Σ0* párokat], és a n-ik sor és i-ik oszlop találkozásánál álló mezőhöz érve megnézi, hogy az xi szóval, mint inputtal végzett korábbi kísérletekben leállt–e a TII gép? Ha igen, akkor ezt a szót, mint az ℒ nyelv szavát, már felsorolta az algoritmus, tehát a következő mezőre lép. Ha az xi szóval, mint inputtal, még nem fejeződött be korábban a TII gép futása, akkor most újra próbálkozik, de eggyel több lépést engedve a futásnak. Ha a T gép most már leáll, akkor kiderült, hogy ez a szó az ℒ nyelv szava és felsorolja az algoritmus. Ha nem, akkor megy a következő mezőre és folytatja az eljárást. Tehát az n-ik sor és i-ik oszlop találkozásánál levő mezőt elérve, vagy továbblép, (ha xi-vel futtatva már n-nél kevesebb lépésben leállt a TII), vagy xi-vel futtatja n lépésig a T gépet, s ha az leáll az n-ik lépésben, akkor felsorolja az xi szót. 
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Ebben a bizonyításban felesleges (de nem hiba) elkülöníteni azt az esetet, amelyben egy vizsgált szó már korábban kiíródott. Megengedhető, hogy a szót mindig újra- és újra felsoroljuk, ha a TII gép leáll a szóval végzett valamely kísérletnél. Hiszen az II.(III. állítás csak annak a bizonyítását kívánja, hogy a II. feltétel teljesülése esetén, létezik az ℒ szavait felsoroló algoritmus, de azt nem kívánja, hogy ez olyan legyen, amely minden x(ℒ szót csak egyszer sorol föl. De a fentiek szerint mellesleg az is bebizonyult, hogy ilyen algoritmus is van. 

III. ( II.

A III. feltétel szerint van egy TIII Turing-gép, mely esetleg ( sokáig működik és felsorolja (ismétlődéseket is megengedve) ℒ szavait. Ennek felhasználásával készítünk olyan TII gépet, amely pont az ℒ szavaira mint inputokra áll le, más szavakra viszont soha sem áll le. A TII gép működése a következő legyen: indítsa el az ℒ szavait felsoroló TIII gépet, és figyelje, hogy a felsorolásban előkerül-e az inputként átvett szó. Ha igen, azonnal álljon le. Ha nem várakozzék tovább. Ezzel az ℒ szavaira biztosan leáll, más szavakra vagy örökké várakozik, vagy – ha a TIII gép esetleg befejezve a felsorolást leáll – kiderül, hogy a szó biztosan nincs az ℒ szavai között. Utóbbi esetben se álljon le a TII gép, hanem működjön tovább például egy ( ciklussal.  

I. ( II. 

I. teljesülése azt jelenti, hogy vagy egyáltalán nincs szó az ℒ nyelvben, vagy ( TI Turing-gép, és a Σ0*–on értelmezett függvény, – amelyet TI kiszámít – amelynek kimenetei (=a függvény értékei) alkotják az ℒ nyelv szavait. Első esetben a TII gépként megteszi egy – bemenettől függetlenül – örökké működő gép, amely nem ír ki semmit. A másik esetben a TI gépből csinálhatunk olyan TII gépet, amely csak ℒ szavaival, mint bemenettel áll le. Ez a TII gép megjegyzi a bemenetként kapott szót, aztán folyamatosan két dolgot csinál (felváltva): 1.  sorolja Σ0* szavait, 2. a éppen felsorolt x( Σ0* szóra lefuttatja TI programját – amely kiszámít egy függvényértéket –, majd összehasonlítja ezt a függvényértéket a megjegyzett szóval. Ha egyezést tapasztal, leáll, különben megy tovább. Mivel csak az ℒ nyelv szavai kerülnek elő függvényértékként, azért csak ezekkel áll le a TII gép.
Ezzel a bizonyítás kész (sőt már az I. ( II. részének indoklása előtt is teljes volt). A következő oldalon egy rövid összefoglaló és emlékeztető rajz látható róla. (A rajzon – hely hiányában – nincsenek feltüntetve az üres rekurzívan fölsorolható nyelv esetében használható
 érvelések.) A bizonyítás teljességéhez láthatólag elegendőek a ↙→↖irányú nyilak mentén
föltüntetett érvelések is.
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Állítások: 
j ℒ nyelv rekurzív ( ℒ nyelv rekurzíve felsorolható
.
k ℒ nyelv rekurzív ( ℒ és ℒ̅ is rekurzíve felsorolható.
Bizonyítás: Ha ℒ =(, akkor a definíció szerint rekurzíve felsorolható. Ha ℒ((, akkor sorra kell venni ΣO* elemeit: x1, x2, x3, …. Mindegyikre kiszámítani az ℒ nyelv karakterisztikus függvényét. Amelyik xi-re ez 1, azt az xi-t (és csak azokat) fölsorolni. 
(  Ebben az irányban az eddigiekből következik. A feltétel szerint most az ℒ nyelv rekurzív. A 137-ik oldalon az 1. következmény szerint: ℒ nyelv rekurzív (  ℒ̅ nyelv rekurzív. Az egyaránt rekurzív ℒ és  ℒ̅ nyelvre külön–külön alkalmazva –et kiderül, hogy ℒ és ℒ̅ is rekurzíve felsorolható.  És éppen ezt kellett bizonyítani.

(  A „ℒ és ℒ̅ is rekurzíve felsorolható” feltétel szerint, van két Turing-gép amely közül az egyik az ℒ szavait, a másik pedig éppen ellenkezőleg, az ℒ–be nem tartozó szavakat sorolja. Egy x(ΣO* szóról ezek szerint mindig eldönthető, hogy ℒ-nek eleme vagy sem úgy, hogy elindítjuk mindkét említett Turing-gépet és figyeljük, hogy melyik felsorolásában jelenik meg az x szó. 
Láttuk, hogy minden rekurzív nyelv felsorolható, de ez nem látszik valami nagyon jelentős eredménynek. Igazán az lenne nagy eredmény, ha sikerülne megmutatni, hogy a rekurzíve felsorolható nyelvek is rekurzívak. De ez az eddigiek szerint nem csak reménytelennek, de teljesen lehetetlennek tűnik. Hiszen a nyelv akkor lenne rekurzív, ha minden szóról véges idő alatt határozottan el lehetne dönteni, hogy a nyelvhez tartozik-e, a rekurzívan felsorolható nyelv szavairól meg csak annyit tudni, hogy egy kiszámítható függvény felveszi őket értékként. Na de hogyan döntsük ezt el egy tetszőleges szóról határozottan? Ez az eddig látottak alapján teljesen lehetetlennek látszik. Mégis van rá remény(, az eddigi bizonyításokban alkalmazottaktól eltérő módszerrel). Erre mutat a következő példa.

Az Absztrakt Turing Művek (amely absztrakt Turing-gépek gyártása mellett szoftverrel is ellátja azokat) egyik kezdő programozója olyan program megírását kapta feladatul, amely egy 2-es számrendszerben felírt k számot kapva bemenetként az egyik szalagon, a „Minden természetes szám felírható k négyzetszám összegeként?” kérdésre adható választ (igen:1, nem: 0) írja ki a másik szalagon.

Ez a programozó először néhány kísérletet végzett kis számokkal:

k=2-re világos, hogy a helyes válasz „nem”, mert például 3 sem állítható elő két négyzetszám összegeként. k=3 esetet vizsgálva:

0=0+0+0


1=1+0+0


2=1+1+0


3=1+1+1
     
Ezek a számok 3 négyzetszám összegei.
4=4+0+0


5=4+1+0


6=4+1+1


((((
((((
De mi van a többi számmal???

 ?

Ezt így lehet próbálgatni, de ez még nem elég a válaszhoz. Ezután nekilátott és némi töprengés után a következő eljárást programozta a 2 szalagos Turing-gépére:

Ezt 11 (=3  tizes számrendszerben) bemenettel is tesztelte, amire a helyes 0 (=nem) eredményt kapta. (Például 7 nem írható fel 3  négyzetszám összegeként.) Jelentette főnökének, hogy a program elkészült és most éppen a 100 (=4) bemenettel fut. A főnök azon kérdésére, hogy vajon polinom idejű az algoritmust használt-e, közölte, hogy nem, hanem az itt látható algoritmust. A főnök azonnal felismerte, –  ami  egyébként  nyilvánvaló – hogy ez a program éppen a {0, 1}*(ℒ2:≝{(k 2-es számrendszerben felírva)({0,1}* | Nem minden természetes szám írható fel k db. négyzetszám összegeként.} nyelv szavain áll le, egyéb szavakon viszont nem áll le.  (Eszerint ez a ℒ2 nyelv rekurzíve felsorolható.)  A főnök ezt tudomásul vette, de elgondolkozott a problémán és megvilágosodott előtte, hogy ha nem minden természetes szám írható fel valamely adott számú négyzetszám összegeként, akkor még kevésbé írhatók fel ennél kevesebb négyzetszám összegeként. Tehát két eset lehetséges:  a.) semmilyen k(ℕ számra sem teljesül az az állítás, hogy  minden természetes szám felírható k db. négyzetszám összegeként, vagy b.) van ilyen k szám amelyre teljesül, s akkor van ezek között legkisebb is, mondjuk legyen ez kmin. A b.) esetben minden kmin–nél nagyobb vagy egyenlő k számra teljesül, viszont minden kmin–nél kisebb k számra nem teljesül a minden természetes szám felírható k db. négyzetszám összegeként állítás. 
Ezek szerint ha az a.) eset áll fenn,  akkor  ℒ2={0, 1}*, ha viszont a b.) eset írja le a valós helyzetet,  akkor ℒ2={(k 2-es számrendszerben felírva)({0,1}* | k< kmin}. Mindezek végiggondolása után, a – számelméletben nem jártas – főnök tovább töprengett: ha az a.) eset a való, akkor a feladat megoldása triviális, de ha a b.) eset jelenti a valóságot, akkor is lehet(ne) olyan Turing-gépet készíteni, amely minden bemenet esetén leáll és a helyes eredményt írja ki, (ha a kmin szám ismert volna).  Ez a gép a bemenet és kmin  nagyságának összehasonlítása  alapján  döntene.  Tehát bármelyik eset is a való, mindenképpen lehet olyan Turing-gépet készíteni, amely bármely bemenet esetén leáll és helyesen dönt a bemenet ℒ2 nyelvhez tartozásának kérdéséről. De ha van ilyen Turing-gép, akkor – definíció szerint – az ℒ2 nyelv rekurzív.  Na, de most van–e?  Hiszen az a.) és b.) lehetőségek közötti döntés nélkül nem lehet elkészíteni. Erre  a kérdésre a helyes válasz: az ℒ2 nyelv rekurzív, mert láttuk hogy  létezik az  ℒ2 nyelv rekurzívságához,  a  definíció szerint kívánt tulajdonságú Turing-gép, még ha ennyi előismerettel még nem is lehet elkészíteni. 
Ez után a főnök megkért egy tapasztaltabb programozót, hogy nézze át az elkészült programot és próbálja meg gyorsítani a futását.

Ez a programozó másnap bejelentette, hogy sikerrel járt, a program most már minden esetben leáll, mégpedig a – specifikációjának megfelelően – az ℒ̿2 nyelv szavain 1-el az ℒ2 szavain 0-val. Az algoritmus
:

  Ebben a példában a szemünk láttára derült ki egy rekurzíve felsorolható nyelvről, hogy rekurzív. Elemezzük hogyan történt ez. Ebben az esetben egy rekurzíve felsorolható nyelv egy olyan Turing-géppel volt leírva, amely csak e nyelv szavain áll le és ebből készült végül egy Turing-gép, amely minden szóra leáll és a nyelv szavain 0-át ír ki a többin 1-et. Az átalakítás sikerét az tette lehetővé, hogy a megadott Turing-gép teljes leírását – állapotait, programját – behatóan elemezni lehetett (és az elemző elég okos volt ahhoz, hogy észrevegye az átalakítás lehetőségét.) Az elemzés első szakaszában, kiderült, hogy a nyelv rekurzív, anélkül, hogy minden szóról sikerült volna eldönteni, hogy a nyelv szava-e. Csak annyit sikerült kimutatni, hogy létezik egy – egyelőre nem ismert –, olyan algoritmus, amely „tudja” ezt,  és ennyi – definíció szerint – már elég  ahhoz, hogy a nyelv rekurzív legyen. [Az eddig látott bizonyítások során egy megadott Turing-gépről rendszerint csak annyit használtunk, hogy az elkészítendő gép szimulálta a működését („működtette”), vagy annak egy részletét. Ezt nyilván meg tudta tenni a elkészítendő gép a másik gép programjának ismeretében. Legalábbis nem kételkedtünk ebben.]  
Nem szabad azonban megfeledkezni arról, hogy egy Turing-gép megadása mindig  a teljes leíró < k, Σ, Γ, α, β, γ > hatos megadását jelenti. Ez lehetővé teszi, hogy a gép „működtetése” nélkül, egyedül a leírásának elemzéséből következtetést vonjunk le a gép működésére nézve. Ha például ez egy rekurzíve felsorolható nyelvet, e nyelv valamelyik definíciója alapján leíró Turing-gép, akkor egyáltalán nem látszik elérhetetlennek, hogy – mint a fenti példában – az e gépet definiáló < k, Σ, Γ, α, β, γ >  6-os  – amelybe természetesen az α, β, γ függvényeket teljes értéktáblázata is beleértendő – elemzésével, bármely megadott szóról eldöntsük, hogy a megadott szó a nyelvhez tartozik-e vagy sem, anélkül, hogy a gépet futtatni kéne ezzel a szóval, mint bemenettel. Sőt, amint  láttuk, még ennyi sem kell, elegendő megmutatni, hogy létezik olyan Turing-gép, amely képes ezt az elemzést elvégezni. Ha ez sikerül, akkor a megadott rekurzíve felsorolható nyelv rekurzív. Ha ez minden rekurzíve felsorolható nyelvet definiáló Turing-gépre sikerül algoritmikusan, akkor minden rekurzíve felsorolható nyelv rekurzív. De ez nincs így, ezt mondja ki a következő tétel második része (pontosabban: ez következik belőle).
Honnan lehet ezt ilyen biztosan tudni? Ezt mondja el a tétel bizonyítása.
7.9.3. Megállási probléma eldönthetetlen

Tétel: Legyen valamely T Turing-gépre 
ℒT :≝ {x(ΣO* | T a ’START állapotban minden szalagjára x szó’ bemenettel véges időn belül megáll}.

Akkor: 
42. ℒT rekurzívan felsorolható,

43. T univerzális Turing-gép ( ℒT nem rekurzív nyelv.

Ez a tétel tehát azt állítja, hogy ez a ℒT nyelv bármilyen T Turing-géphez rekurzívan felsorolható és ha még azt is tudjuk erről a T Turing-gépről, hogy univerzális, akkor erről az ℒT nyelvről még az bizonyosan kijelenthető, hogy nem rekurzív. Ebben az utóbbi esetben tehát itt van egy olyan példánya a rekurzíve felsorolható nyelveknek, amely biztosan nem rekurzív. A definíciók értelmében a nem rekurzívsága azt jelenti, hogy nincs olyan Turing-gép, vagy ami ugyanaz, nincs olyan algoritmus, amely ℒT abc-je fölötti minden szóról eldöntené, hogy eleme-e ennek a nyelvnek!!
Ezek után még kevésbé van olyan algoritmus, amely minden rekurzíve felsorolható nyelvre, és minden szóra eldöntené a szó nyelvhez tartozásának kérdését.
Bizonyítás:
1. ℒT rekurzívan felsorolható. Az ℒT nyelvnek definíciója folytán meg van az a tulajdonsága, amely a 140–ik oldal II. állítása szerint ekvivalens az ℒT nyelv rekurzíve felsorolhatóságával. (Emlékeztetőül ez a tulajdonság: egy ℒ nyelv akkor és csak akkor rekurzíve felsorolható, ha „( T Turing-gép, úgy hogy 1. szalagjára x(ΣO* -et írva T megáll véges sok lépésben ( x(ℒ”. Igaz, most a ℒT nyelvet definiáló T Turing-gép minden szalagjára x van írva a START állapotában. De egyszerűen látható, hogy ebből a T Turing-gépből olyan gép készíthető, amelynek az első szalagjára x-et, a többire 0-ákat írva éppen azokkal az x szavakkal áll meg, mint a T minden szalagján az x-el indítva. Erre pedig már alkalmazható az 140–ik oldali II. állítás.) 

2. T 2 szalagos univerzális Turing-gép 1 szalagosokra.( ℒT nem rekurzív nyelv. Indirekt bizonyítás. Az egyszerűség kedvéért 2 szalagos T univerzális Turing-gépekre bizonyítjuk. Tegyük fel tehát, hogy bár T univerzá​lis Turing-gép, de ℒT mégis rekurzív nyelv. Tudjuk már, (137–ik oldal, 1. következ​mény) hogy akkor komplementere ℒ̅T is rekurzív nyelv, s mint minden rekurzív nyelv, úgy tehát ℒ̅T is rekurzíve felsorolható. De akkor van olyan Turing-gép – jelölje ezt T’ – amely éppen az ℒ̅T szavainál áll le véges idő alatt. (Megint csak a 140–ik oldali II. állítás miatt!)  Jelöljük p-vel azt a szót (=programot),  amelyet kezdetben a T két szalagos univerzális gép második szalagjára kell helyezni ahhoz, hogy a T’ egyszalagos gép szimulálását végezhesse. Maradjunk annyiban, hogy a T gép indításakor mindig a p szót helyezzük a második szalagjára! Ezzel a T és T’ gép működése egyezővé válik az első szalagjaikra helyezett szavakkal végzett számításokban. Mindkét gép (az első szalagjukra helyezett) ugyanazokkal a szavakkal áll le és ugyanazokkal fut végtelen ideig. A bizonyítás további részében is mindig a p szó lesz a T gép második szalagján, ezért ez nem lesz külön említve. Vizsgáljuk most meg azt a(z érdekes) kérdést, hogy a T’ gép T-n való szimulálásához szükséges p szó vajon az ℒT nyelv szava-e vagy sem?
 Mivel egyelőre semmi ismeretünk sincs erről gondoljuk végig például a p(ℒT eset következményeit! Az ℒT nyelv, – amelynek feltevésünk szerint most p is egy szava –, definíciója miatt éppen azokból a szavakból áll amelyeket a T mindkét szalagjára helyezve a T véges időn belül megáll. Eszerint a T mindkét szalagjára p-t helyezve és elindítva a T gép leáll.  No de a második szalagján p-vel, a T gép ugyanúgy működik, mint a T’. Vagyis a T’-nek is le kell állnia, ha az egyetlen szalagjára p-t írnak, merthogy a T is ezt tette.  De a T’ gépet éppen azzal a tulajdonságával vezettük be, hogy a ℒ̅T, szavain áll le, vagyis p(ℒ̅T ami p(ℒT miatt lehetetlen. Úgy látszik tehát, hogy p(ℒT De gondoljuk meg, mi következik ebből. Eszerint p(ℒ̅T, tehát T’ leáll p-vel indítva. De akkor a T’ működését szimuláló T gép is leáll mindkét szalagján p-vel indítva. De akkor – ℒT definíciója szerint – p(ℒT. Ez megint csak lehetetlen p(ℒT miatt. Mindkét vizsgált esetben ellentmondásra jutottunk. Ezzel az indirekt bizonyítás befejeződött. 
A következő lapon látható e bizonyítás 2. részének rajzos változata. A rövidség és a pontosság kedvéért a rajz egy olyan jelölési módot alkalmaz, amely az előző szöveges bizonyításban nem szerepelt. Ez az új jelölésmód a következőkben ismertetendő helyzet tömör leírására készült.

Legyen T egy 2 szalagos Turing-gép és y egy szó a Σ0* halmazból! Megtehetjük, hogy indítás előtt a T második szalagjára mindig eleve felírjuk ezt az y szót és csak az első szalagra engedünk bármit fölírni. Az első szalagra írt szót tekintjük a gép bemenetének, és ennek függvényében vizsgáljuk, hogy a T gép valamely bemenettel leáll-e vagy nem? Természetesen, ha az y szó helyett mást választunk például a z szót, és mindig ezt írjuk a gép második szalagjára, akkor a T gép működése eltérhet a korábbitól és például meglehet, hogy egy első szalagjára írt szót, amellyel az y szóval a második szalagján még leállt, most a z szóval már nem. Röviden szólva a T gép működése attól függ, hogy a START állapotban a második szalagján mely szóval indítjuk. Azt a gépet, amelyet a T gépből a második szalagján az állandóan az y szóval indítva hozunk létre Ty–nal jelöli
 a következő rajzon. Ennek a gépnek – természetesen – csak az első szalagjára lehet írni a bemenő szót, amely azonban bármely szó lehet. Ty leállása ezután csak ettől a bemenő szótól függ. 
Ha a T Turing-gép történetesen egy két szalagos univerzális Turing-gép, amely a második szalagjára helyezett kóddal képes szimulálni bármilyen egy szalagos gép működését, akkor egy egyszalagos T’ gép kódját helyezve a második szalagra, a két gép működése az első szalagjaikra helyezett szavakkal teljesen azonos lesz. Speciálisan pontosan ugyanazokra a szavakra áll le a TT’ kódja és a T’ gép. 
Az ábrán bemutatott bizonyítás lényegében az előző 2. részben előadott indirekt bizonyítás változata. Ebben a részben az volt bizonyítandó, hogy ha T két szalagos univerzális Turing-gép, akkor a {x( Σ0* | T a ’START állapotban mindkét szalagjára x szó’ bemenettel véges időn belül megáll} nyelv nem rekurzív. Ennek az állításnak a tagadásával kezdődik a következő ábra és egy ellentmondásos állításig tart. Az azonosan hamis állítás A(A formában jelenik meg – ebben a ( nem az univerzális kvantort, hanem a kizáró vagy műveletet jelzi – amely A állítás igaz vagy hamis voltától függetlenül, mindig hamis. 
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7.9.4. Problémák eldönthetetlenségének bizonyításának elve
„Megáll-e egy T (egy szalagos) Turing-gép egy x bemenettel?” pontosabban: úgy értve a problémát, hogy a T és x is  változhat problémánként. Az előző tétel szerint ennek a probléma(halmaz)nak az utóbbi értelemben sincs megoldása
, vagyis nem létezik olyan algoritmus, amely bármely T és x esetén – véges idő alatt – választ adna a kérdésre. Sok probléma van még, amelyek algoritmikusan megoldhatatlanok. Ezek közül két további problémát látni is fogunk a megoldhatatlanságuk –  azonos elven alapuló – bizonyításával együtt. 


 
[image: image70]
Speciálisan, ha A és B is igen/nem problémák, akkor a  eljárás legyen az azonosság: (x)(x. A bizonyítás gondolatának lényege ↑. A fent α és β eljárásoknak algoritmusoknak kell lenniük.  
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A probléma(halmaz) általános leírása után, egy meghatározott egyedi problémája megadásához már elegendő az általános leírásban konkrétan meg nem adott dolgok megadása. A „Van-e k független pont a G gráfban?” formában definiált „független ponthalmaz probléma” egy jól meghatározott egyedi problémája például egyszerűen így
adható meg: (k:≝4, G:≝۝∘☌ ). 
A „Megáll-e egy (egy szalagos) T Turing-gép egy x szó bemenettel?” megfogalmazású, a továbbiakban „megállási problémának”-nak nevezett probléma(halmaz), egyik egyedi problémája például így jelölhető ki: (T:≝<k, Σ, Γ, α, β, γ>, x:≝MEGYE>). (A <k, Σ, Γ, α, β, γ> teljes kifejtését kellene ide beírni, a Σ és Γ halmaz elemeinek felsorolásával és a α, β, γ függvények értéktáblázataival, de ettől most eltekintünk.) A „Megáll-e a megadott T:≝<k, Σ, Γ, α, β, γ> (egy szalagos) Turing-gép az x bemenettel?” megfogalmazású, probléma(halmaz) egy egyedi problémája megadásához viszont már elegendő egyetlen szó megadása például: x:≝MEGYE, hiszen az általános probléma–leírásban már meg van adva, melyik gépről van szó.
Mindezeket figyelembe véve, egy A problémát B-re visszavezető α eljárás megadásakor (amely a 155.oldalon a 2. a. pontban volt definiálva és semmi köze az előző bekezdés α függvényéhez) elegendő megadni, hogy egy egyedi a(A problémát, az A halmazon belül – A probléma természetétől függően – meghatározó, gráfhoz, természetes számhoz, Turing-géphez, szóhoz, stb, egyszóval matematikai objektumhoz, a B halmaz egyedi problémáját leíró mely objektum tartozik.
7.9.5. További eldönthetetlen problémák

	Algoritmikusan  eldönthetetlen  problémák

	
	Bemenet
	Kimenet

	1.
	egy  x(ΣO*  szó
	megáll–e  T  x-re?  (T  rögzített  univerzális  Turing-gép)

	2.
	egy Turing-gép  <k,  ,  ,  ,  ,  >  leírása
	megáll–e  a  (  bemenettel,  véges  időn  belül ?

	3.
	egy Turing-gép  <k,  ,  ,  ,  ,  >  leírása
	van–e  egyáltalán  bármilyen  bemenet,  amelyre  megáll  véges  időn  belül ?


Bizonyítás:
44. Már láttuk az előző tételben, hogy eldönthetetlen.

45. Előző elvek alapján nézzük meg rajzokkal a bizonyítást.
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Kissé részletezve: a bal oldali Turing-gép működése nem üres szó bemenet esetén teljesen közömbös. Mégis azért, hogy a ← nyíllal jelölt hozzárendelés egyértelmű legyen erre az esetre definiáljuk úgy a működését, hogy azonnal álljon le. Az üres szó bemenetnél az x szó felírását a memória tartalmából (erre alkalmasan megválasztott állapotok, program) kell megoldani. Ez nem okoz gondot, mert különböző x szavakhoz különböző gépek tartoznak. Mindegyik gépet úgy kell elkészíteni, hogy induláskor éppen azt a szót írja fel, amelyikhez a ← nyíl hozzárendeli. A ← nyíllal jelölt hozzárendelés ezek után két olyan problémát kapcsol össze, amik minden esetben azonos választ adnak (igent vagy nemet), ezért a ← nyíllal jelölt hozzárendelés valóban visszavezetés. A fenti bizonyítási elv szerint, ebből következik, hogy a B is megoldhatatlan. Nézzük a 3. problémát hasonló képpen:
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Első észrevétel az, hogy a T’ gép futásának eredménye nem függ az indításakor az input szalagjára helyezett szótól. Ezért az sem függ ettől, hogy véges időn belül megáll-e vagy sem. Ha valamelyik szóra megáll, akkor mindre; ha van olyan szó, amelyre nem áll le, akkor egyikre sem.

Világos, hogy a T’ gép a programjának 1. pontja végrehajtása után, éppen abba a helyzetbe kerül (üres input szalag), mint a T gép az ( szóval indításkor. Azután pedig épp úgy működik, mint a T, tehát vagy mindkettő leáll végül, vagy egyik sem. Ha leáll a T’ gép, akkor nyilván van szó amivel leáll; ha nem áll le, akkor az előző észrevétel szerint semmivel sem áll le. Tehát: 
van bemenet amivel T’ leáll véges időn belül ( T ( szóval indítva leáll véges időn belül
Ezzel beláttuk a 3. problémáról is, hogy eldönthetetlen.
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Input: adottak az m, b, a1, a2, a3, … am–1, am ( ℕ természetes számok. 


Output: Van-e az a1, a2, a3, … am–1, am számsorozatnak olyan ai1, ai2,  ai3, … , aip–1, aip részsorozata, melyben az ele�mek összege b? Vagyis van-e p(ℕ 1≤p≤m és az {1, 2, ... , m–1, m} számhalmaznak olyan (i1, i2, i3, ... ip–1, ip) p-ed osztályú kombinációja úgy, hogy ai1+ai2+ai3+ … aip–1+aip=b?
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Input: Egy véges X halmaz és ennek néhány megadott részhalmaza: A1, A2, A3, … An–1, An, n(ℕ úgy, hogy Ai ⊆X minden 1≤i≤n–re. 


Output: Van-e néhány db olyan páronként diszjunkt halmaz az A…-k közül, amelyek úniója az X halmaz? Azaz, van–e k(ℕ és Aj1, Aj2, Aj3, … Ajk–1, Ajk, úgy, hogy k(n és iU=k1 Ai =X és Aji∩Ajl=Ø, ha 1(i<l(k?
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�
központi  vezérlő  egysége�
�
Vezérlés (program):


Minden helyzetre egy�értel�mű előírások,  mi  legyen  a  következő  lépés?�
�
Állapotok:


Az  összes  lehetséges  állapot.  Mindig  vala�me�lyik  állapotban  van.�
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Input: Egy véges halmaz és ennek néhány megadott részhal�ma�za: A1, A2, A3, … An–1, An, n(ℕ úgy, hogy Ai ⊆X minden 1≤i≤n–re. �Ouput: Van-e néhány db. olyan, páronként diszjunkt hal�maz az A…-k közül, amelyek ú�ni�ója az X halmaz? Azaz, van–e k(ℕ és Aj1, Aj2, Aj3, … Ajk–1, Ajk, úgy, hogy k(n és iU=k1 Aji =X és Aji∩Ajm=Ø, ha 1(i<m(k?








Input: adottak az m, b, a1, a2, a3, … am–1, am ( ℕ természetes számok.


Output: Van-e az a1, a2, a3, … am–1, am számsorozatnak olyan ai1, ai2,  ai3, … , aip–1, aip részsorozata, melyben az ele�mek összege b? Vagyis van-e p(ℕ 1≤p≤m, és az {1, 2, ... , m–1, m} számhalmaznak olyan (i1, i2, i3, ... ip–1, ip) p-ed osztályú kombinációja úgy, hogy ai1+ai2+ai3+ … aip–1+aip=b?


Segédmennyiségek  bevezetése:


r:≝|X|,  X={0,  1,  2,  ...  r–2,  r–1},  q:≝n+1,


i=1,  2,  ...  ,  n–1,  n-re:  


			 0,  ha  x(Ai


 χi: X→{0,  1}   χi(x):≝			


			 1,   ha  x(Ai


A speciális (hozzárendelt) problémát  meghatározó mennyiségek:


m:≝n,   


aj:≝ i∑r=–01 χ j(i)·qi   	(j=1,  2,  ...  m–1,  m(=n)),   


b:≝ i∑r=–01qi = (qr–1)/m








← Az olvasó–író fej balra mozdulását –1, jobbra mozdulá�sát 1, helybenmaradását 0 jelzi.





← Most ez a sor kódolja a következő lépést.





← Ezeknek a soroknak a tartal�ma egyáltalán nincs befolyással a gép működésére, mert STOP állapotban a gép áll. Ezért a tartalmuk lényegtelen.
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←  Ezeknek  a  soroknak  a  tartal�ma  egyáltalán  nincs  befolyással  a  gép  működésére,  mert  STOP  állapotban  a  gép  áll.  Ezért  a  tartalmuk  lényegtelen.





A B probléma(halmaz) algoritmikus megoldhatatlanságának bizonyítása


Választunk egy alkalmas A problémát amelyről tudjuk, hogy algoritmikusan megoldhatatlan, és amely B-re visszavezethető.


Kimutatjuk, hogy az A probléma valóban visszavezethető B-re. Vagyis:


Megadunk egy olyan α eljárást, amely bármely a(A problémára alkalmaz�ha�tó és abból – annak megoldásának ismerete vagy megoldása nélkül – minden esetben olyan más – ezután α(a)-val jelölt – problémát készít, amely B probléma(halmaz eleme).


Egy  eljárás leírása amellyel az α(a) formájú B-beli problémák megoldásából A-beli problémák megoldása készíthető.


Annak igazolása, hogy bármely α(a)(B probléma megoldásából – ha van – a  eljárással éppen az a(A probléma megoldását állítjuk elő.


Az 1. és 2.-ből következik, hogy a B probléma algoritmikusan megoldhatatlan. (Mert ha B-t mégis meg tudnánk oldani, akkor A-t is megoldhatnánk így: bármely a(A-ból α eljárással egy α(a)-t készítenénk, amely B-beli lévén megoldanánk, aztán ennek megoldásából a  eljárással megkapnánk az a probléma megoldását.)
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Az A probléma(halmaz) visszavezetése B-re, és a visszavezetés igazolása:


Az A és B probléma(halmazo)k leírása.


Egy olyan α eljárás megadása, amely bármely a(A problémára alkalmaz�ha�tó és abból egy más – ezután α(a)-val jelölt – problémát készít.


α(a)(B igazolása, bármely a(A-ra.


Egy β eljárás leírása amellyel az α(a) formájú B-beli problémák megoldásából az eredeti A-beli problémák megoldása készíthető.


Annak igazolása, hogy bármely α(a)(B probléma megoldásából – ha van – a β eljárással éppen az a(A probléma megoldását állítjuk elő.
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ezek mind konjunktív normálformák
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� Probléma: Valamilyen tárgyakból a lehető legtöbbet szeretnénk valahova „bepakolni”, de bizonyosakat nem lehet egyszerre. Ezt gráfokra átfogalmazva független ponthalmaz feladatként lehet felfogni, amiről később még szó lesz.


� Az exponenciális algoritmusok (amikor az algoritmus lépésszáma valaminek a kitevőjében van) nagyon lassúak. Sokkal lassabbak mint a polinomiálisak (amikor a lépésszám valamilyen hatványon van).


� Probléma: Adott egy véges dominókészlet (azaz véges sok féle dominó van, de mindegyikből végtelen darab) és egy kijelölt kezdődominó. Egy dominónak négy oldala van, minden oldalt egy-egy jellel jelöljünk. Kiválasztunk egy kezdődominót. Egy újabb dominót csak úgy lehet lerakni, ha az összes szomszédos dominóhoz megfelelően illeszkedik (az illeszkedő oldalpároknál ugyanaz a jel szerepel). A dominókat forgatni nem szabad.


Kérdés: kirakható-e a kezdődominóból indulva a teljes sík?�Erre a problémára nem lehet algoritmust készíteni (és ezt be is lehet bizonyítani).


� Lesz olyan tétel is – Gallai tétele – amelyben szintén minimumról és maximumról lesz szó (minimum és maximum összegéről), de eszerint a meghatározás szerint, az mégsem MINIMAX tétel. De nem ilyen tétel a gráfok független éleinek maximális száma ≤ lefogó pontok minimális száma tétel sem, mert = helyett ≤ szerepel benne. Ugyanez a tétel páros gráfokra már az =-et mondja ki, azért az már MINIMAX tétel. 


� Definíció (gráfoknál más a definíció, mint itt!): Néhány pont egy intervallumrendszer lefogó pontrendszerét alkotja, ha minden intervallumban legalább egy pont van közülük.





� Páros gráf: csúcsai két pontra oszthatóak úgy, hogy él csak a kettő között megy. Jele: G=(A(B,E)


� Ez abból következik, hogy egy gráf független ponthalmazának komplementere lefogó ponthalmaz és megfordítva, lefogó ponthalmaz komplementere független ponthalmaz.


� Kőnig Dénes és Egerváry Jenő dolgozták ki, de egy külföldi nevezte el miattuk magyar módszernek.


� Egyszerűen ’alternáló út’-nak is szokták nevezni, de fontos megjegyezni, hogy egy alternáló út mindig egy párosításhoz tartozik, ezért a nevében nem árthat feltüntetni, hogy melyikhez.


� Rövidebben ’javító út’. De mint az alternáló útnál, itt is egy adott párosításhoz lehet javító utat találni, ezért érdemes a nevében feltüntetni, hogy melyikhez.


� Érdemes végiggondolni annak az első pillanatra meglepő ténynek a magyarázatát, hogy bár ez a gráf nem lehet a magyar módszer eredményeként létrejött gráf, mert például az X1 és Y1 között van él, de a magyar módszer algoritmusát alkalmazva rá végül olyan gráffá kell alakulnia, amelyben az X1 és Y1 között már nincs él. Na, de hogy lehet ez, ha egyszer a magyar módszer soha sem töröl élt a gráfból?    


� Mert páros gráf útja, felváltva érint A és B-beli pontokat. Ezért, ha A-ból indul és ugyanoda érkezik, akkor páros számú váltáson vagyis élen kellett áthaladnia. 


� Az nem okoz gondot, hogy ez az egyenlőtlenség csak izolált pontokat nem tartalmazó gráfra áll. Izolált pontot tartalmazó gráfban – nem lévén minden pontot lefedő élhalmaz – (G) nincs értelmezve.


� Az ilyen tulajdonságú utakat javító utaknak hívjuk.


� Ha lenne, akkor nem lenne minden utat lefogó olyan ponthalmaz, amelyben sem s, sem t nincs benne.


� Teljesen pontdiszjunkt utak: még S-ben és T-ben sem lehet közös pontjuk.


� Lefogó pontok: akár S-ből és T-ből is lehetnek.


� Ebben a jegyzetben nem bizonyítjuk.


� Kiértékelés: A formula változóinak helyébe logikai értékeket helyettesítűnk és kiszámítjuk a formula logikai értékét. Egy kiértékelés a formula összes változójának egy konkrét értékadását jelenti.


� Az lényegtelen, hogy miknek a halmaza az X. Csak az egyszerűség kedvéért nevezzük ki pontok halmazának, hogy ezután az „… eleme X-nek” hosszú kifejezés helyett egyszerűen „… pont”-ot mondhassunk és írhassunk.


� Ezért ez a probléma egyelőre még nem tekinthető lefogási problémának.


� A lefogási feladat kitűzése a halmazok lefogását legalább egy ponttal kívánja. Ezért ez a feltétel még mindig nem illik egy lefogási feladathoz.


� Ennek bizonyítása az � PAGEREF  harom_SAT_biz \h  \* MERGEFORMAT ��62�-ik oldalon kezdődik. 


� Ez a Cook-tétel állítása.


� Ezeknek a részhalmazoknak a száma legföljebb 8·n. Ha az általános fedési problémából indultunk volna ki, akkor ezeknek a részhalmazoknak a száma 2|A1|+2|A2|+…+2|An| ami akár n·2|X| is lehet, ami már nem polinomiális. Eszerint ez a visszavezetési eljárás az általános fedési problémát exponenciális méretű k-partíciós feladatra vezeti vissza.


� Ebben a jegyzetben nem részletezzük.


� Az világos, hogy ez a kéktől eltérő szín nem a zöld, mert ezek a pontok mind össze vannak kötve egy zöld ponttal.


� Ezt pontosabban megfogalmazva úgy értendő, hogy az elképzelhető független ponthalmaz feladatok összessége együttesen NP-teljes. Külön-külön tekintve a független ponthalmaz feladatokat akár k=1-re, 2-re 3-ra … polinom időben bármelyik megoldható! De mindegyik más-más fokú polinom-időben! Például a „van-e G-ben k független pont?” kérdésre n pontú gráfnál az n pont összes ﴾(﴿ darab k elemű részhalmazának végigvizsgálásával megoldható. ﴾(﴿  az n-nek k-ad fokú polinomja. Ha azonban a független ponthalmaz feladatok összességét tekintjük, akkor nem adható meg semmilyen fokszám amellyel a pontok ilyen fokú polinom függvénye időben, az összes független ponthalmaz feladat megoldható lenne. Valamely megadott k-ra (bármelyikre!) nem állítjuk, hogy a független ponthalmaz feladat NP-teljes!


� Emlékeztetőül: n jelöli a G gráf pontjainak számát. G’-nek 3-szor ennyi pontja van.


� INPUT: Egy X halmaz és ennek néhány megadott részhalmaza: A1, A2, A3, … An–1, An, n(ℕ és Ai ⊆X minden 1≤i≤n–re. stb.


� Ez az egyetlen hely az érvelésben, ahol ki van használva hogy a választott számrendszer alapszáma q>n a fedéshez potenciálisan felhasználható halmazok számánál. De itt lényegesen. 


� Alan Mathison Turing, (1912–1954) angol matematikus. 


� Feltéve, hogy azt előzetesen olyan alakba öntötték, amelyet a gép értelmezhet. A gép bemenete és kimenete ugyanis speciális.


� Csaknem mindenki úgy gondolja, hogy ez sikerült neki. Ez a vélekedés az ún. Church tézis.


� A számítógépeket mindig valóságos gépként tekintjük és nem absztrakcióként. A számítógépes programok „INTEGER”, „REAL” változói a valóságban csak véges sok értéket vehetnek fel éppen a memória korlátossága miatt. 


� Léteznek olyan gépek is amelynél „többértelműen” tehát nem egészen meghatározottan, de nem is teljesen szabadon választhatók egy lépés utáni állapotok. Azokat a gépeket megkülönböztetésül nem–determinisztikus Turing-gépeknek nevezik. Ha nyomatékosan hangsúlyozni kívánjuk, hogy nem azokról van szó, akkor a most definiált Turing-gépeket determinisztikus Turing-gépeknek fogjuk nevezni. 


� Ha nem lenne ez a kikötés a szalagok kezdő állapotára, akkor még azt sem dönthetné el a Turing-gép, hogy hány *-tól különböző jelből áll a bemenete! (Mert a kezdőpozíciótól kezdve, bármily sok  jelet olvasva is, soha sem lehetne tudni, van-e még *–tól különböző jel a szalagon.)  


� Itt is kihasználjuk, hogy a Σ abc – definíció szerint – véges halmaz! Nem volna legális például Σ={*, &, O, 1, ▲, (, (, ... } tetszőleges oldalszámú sokszögekkel, a Σ végességére tett kikötés miatt!


� Ezek a jelölések kissé eltérnek a formális nyelvek előadáson látottaktól. Most szóban nem fordulhat elő az abc egyik jele, az * (üres jel) és az üres szó jele ( (és nem ε!) Utóbbi ( jel az üres halmaznak is a jele‼


� Az „egyébként” a *(h(2)(h(3)(* esetet jelenti. Vagyis h(2) és h(3)  egyike sem * és egymástól is különbözők.


� Az „egyébként” a *(h(2)(h(3)(* esetet jelenti. Vagyis h(2) és h(3)  egyike sem * és egymástól is különbözők.


� A formális nyelvek előadásról ismert.


� Szigorúan véve ez nem precíz eljárás. Elvben előfordulhat, hogy a kigondolt eljárás, amelyet algoritmusnak gondolunk nem valósítható meg Turing-gépen. Akkor ez nem lenne algoritmus a szó matematikai értelmében.


� A burkolt megfogalmazás csak annyit jelent, hogy nem explicit módon fejezi ki valamely típusú algoritmus (=Turing-gép) létét, hanem csak az állításban előforduló fogalmak definíciójának értelmezése után válik világossá, hogy valójában erről szól az állítás.


� Ez a kivételes eset fontos. Ha elhagynánk a definícióból, akkor a rekurzívan felsorolható nyelvek kö�zött nem lenne ott az egyetlen szót sem tartalmazó ( nyelv. (Mert egy nem üres halmazon értelmezett függvény értékkészlete biztosan nem üres.) A rekurzív nyelvek között azonban igen. Emiatt nem lenne igaz hogy minden rekurzív nyelv rekurzívan felsorolható is egyben, ahogyan a következő tételek egyike állítja. 


� Később kiderül, hogy nem csak ennyit lehet tenni, de amit még ezen kívül lehet, az sem segít minden esetben. Arról, hogy mit lehet még tenni, és milyen eredménnyel, a � PAGEREF  Remény_rekfel_is_rek  \* MERGEFORMAT �Hiba! A könyvjelző nem létezik.�. és következő oldalakon lesz szó.


� Ez az állítás szerepelt bevezető példaként, terjedelmes indokolásával együtt  a � PAGEREF  Rek_RekFel  \* MERGEFORMAT �132�. és következő oldalakon. 


� Működésének helyessége egyszerű következménye Joseph Louis Lagrange (1736–1814) tételének, mely szerint minden természetes szám, előállítható 4 négyzetszám összegeként. (És akkor ennél több összegeként is, mert 0² mindig hozzávehető egy összeghez az összeadandók számának növelésére.) 


� Itt meg lehet kérdezni, hogy minek vizsgáljuk ezt a kérdést? Azért, mert az indirekt bizonyítás befejezéséhez szükséges ellentmondás kimutatása a felvetett kérdésre elvben adható mindkét válasz: p(ℒT és p(ℒT lehetetlenségének bizonyításával történik.  


� A „eltakart” második szalagú Ty működése, csak az első szalagján történteket figyelve, eltérhet bármely elképzelhető egy szalagos gép működésétől. A második szalag léte ugyanis „végtelen” méretű memóriát enged a Ty gépnek, amellyel egy valódi egy szalagos csak úgy versenyezhet, ha az első szalagját részeredmények tárolására (is) használja. A Ty nem kényszerül erre. Emiatt Ty nem minden szempontból tekinthető egy szalagos gépnek. De a bizonyításban csak az lényeges, hogy az első szalagjára helyezett szóval leáll-e vagy sem. E tekintetben nem tud többet mint egy őt helyettesítő, egy szalagos gép.


� Gondoljunk például T helyébe olyan egy szalagos Turing-gépet, amely x bemenettel úgy működik (=ugyanakkor áll le), mint egy 1 szalagosokra univerzális 2 szalagos Turing-gép mindkét szalagján x bemenettel. 
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